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VORWORT DES HERAUSGEBERS

Im Bauingenieurwesen vollzieht sich seit T1dngerem analog zu anderen Be-
reichen der Technik ein Umbruch in den Oberlegungen zur Sicherheit und
Zuverldssigkeit von baulichen Anlagen. Diese Entwicklung ist darauf aus-
gerichtet, die bisher empirisch gewonnenen deterministischen Sicherheits-
groBen abzuldsen und dafiir Sicherheitsanforderungen zu formulieren, die
der Zuverldssigkeitstheorie entstammen und mit Hilfe probabilistischer
Theoreme auf der Grundlage stochastischer Modelle gewonnen werden.

Die Zuverlassigkeit als Kriterium der Sicherheit beinhaltet, daB die
kritischen Grenzzustidnde einer baulichen Anlage nicht Uberschritten wer-
den, die dafiir vereinbarten baulichen Anforderungen wahrscheinlich ein-
gehalten werden und der Nutzen der Anlage wdhrend der vereinbarten Nut-
zungsdauer nicht wesentlich gemindert wird. Als elementare Premisse muB
dabei allerdings weiterhin gelten, daB wirtschaftliche Gegebenheiten
berlicksichtigt bleiben, was letztlich heiBt, daB nicht jegliches Gefah-
renrisiko ausgeschlossen werden kann und auch Spielraum fiir die Anwen-
dung neuer konstruktiver Losungen bleibt. Die Grundsdtze dieser Oberle-
gungen sind in ) beschrieben. Der Nachweis der Zuverldssigkeit fir eine
bauliche Anlage setzt als Grundlage sowohl ein mechanisches Verhaltens-
modell, das den Grenzzustand fiir das Traglastvermégen und die Gebrauchs-
fahigkeit (z.B. Bruch- oder Verformungsbedingungen) zutreffend wieder-
gibt, als auch ein stochastisches Model1, das die GroBen und Verteilungs-
funktionen der Basisvariablen oder der charakteristischen Bemessungs-
werte beinhaltet, voraus.

Die Griinde flir das Umdenken in den sicherheitstheoretischen Oberlegun-

gen diirften einerseits in den immer grdBer gewordenen Tragwerksbeanspru-

chungen und den aus wirtschaftlichen Zwdngen nahe der Sicherheitsgrenze

')} Grundlagen zur Festlegung von Sicherheitsanforderungen filr bau-
1iche Anlagen

Herausgeber: DIN Deutsches Institut flir Normung, e.V., 1. Aufl.,
Beuth Verlag, Berlin-Koln, 1981



1iegenden Dimensionierungen, z.B, bei Tunnelbauten, Talsperren, Kern-
kraftwerken, Offshore- und GroBindustrieanlagen, zu suchen sein, ande-
rerseits in den groBen Fortschritten der probabilistisch-stochastischen
Mathematik liegen. Wenn auch derzeit nicht von einem Ourchbruch gespro-
chen werden kann, weil noch zu viele Voraussetzungen fehlen bzw. sich
im KldrungsprozeB befinden, so kann nicht iibersehen werden, daB sich in
letzter Zeit deutliche Fortschritte in den Uberlegungen abzeichnen, In
weiten Kreisen der Bauingenieure wird allerdings diesem ProzeB bis heute
eher Skepsis und wenig Gegenliebe entgegengebracht, was bei der tradi-
tionell empirischen und konstruktiv-intuitiven Denkweise der Bauinge-
nieure verstandlich ist, Hinzu kommt, daB den erfahrenen Bauingenieu-
ren der dlteren Generation Sprache und Begriffe der Stochastik und Pro-
babilistik ziemlich fremd und die damit verbundenen mathematischen und
numerischen Losungsverfahren wenig vertraut sind.

Innerhalb der Bauingenieurdisziplinen muB man bisher leider die Boden-
und Felsmechanik zu den Stiefkindern rechnen, was Fortschritte bei der
Losung stochastisch-probabilistischer Problemfalle betrifft, wofiir na-
tirlich offenkundige Griinde vorliegen:

(1) Im Unterschied zu gezielt zusammengesetzten Baustoffen, wie z.B.
Stahl, Beton oder bituminose Mischgiiter, handelt es sich bei Boden
und Fels um "Naturstoffe", die nach Zusammensetzung und Eigenschaf-
ten raumlich auBergewhnlich heterogen wechseln. Ihr Verhalten wird
nicht nur von zahlreichen Eigenvariablen, sondern auch von mehreren
extern einwirkenden FremdgroBen, z.B. Temperatur, Niederschlag, be-
einfluft.

(2

~

Aus (1) folgt, daB sich der Baugrund nur recht unsicher in sog.
Homogenbereiche einteilen 14Bt und daf die aus Baugrunduntersuchun-
gen gewonnenen Informationen wegen wirtschaftlicher Gegebenheiten
nur begrenzten Umfang haben konnen.



(3) Aus (1) und (2) folgt im weiteren, daB sowohl mechanische als
auch stochastische Modelle in der Regel mit erheblichen Unsicher-
heiten behaftet sein kdnnen und daher nur Naherungen darstellen.

Aufgrund dieser unaba@nderlichen Tatbestdnde ergibt sich die Haupt-
schwierigkeit flr die Boden- und Felsmechanik dadurch, daf nach der
Zuverldssigkeitstheorie 1., Ordnung nur dann eine analytische LBsung
fiir die Versagenswahrscheinlichkeit moglich ist, wenn die Grenzzustédn-
de zwischen Versagen und zuverldssigem Verhalten des Baugrunds bzw.
des Erdstoffs mathematisch zutreffend formuliert werden kdnnen. Auf-
grund dieses Sachzwanges gewinnt gerade der Teil der Stochastik fiir
die Boden- und Felsmechanik besonders grundlegende Bedeutung, der wahr-
scheinlichkeitstheoretische Theoreme zum Gegenstand hat, mit denen sich
die Verteilungsparameter der streuenden GroBen aus Beobachtungen (Mes-
sungen, Versuche) begrenzten Umfangs und aus anderen Vorinformationen
(z.B. Regressionen zwischen verschiedenen Parametern) schatzen lassen.

Am Lehrstuhl und Prifamt fir Grundbau, Bodenmechanik und Felsmechanik
ist deshalb dieser spezielle stochastisch-probabilistische Teil aufge-
griffen worden und bildet zur Zeit den Schwerpunkt unserer Grundlagen-
forschung. Die initiale Anregung hierzu ist dem seit 1974 an der Tech-
nischen Universitdt Munchen eingerichteten Sonderforschungsbereich

Nr. 96 der Deutschen Forschungsgemeinschaft zu danken, der sich mit
der Zuverlassigkeit von Tragwerken befaBt und an dem unser Institut
mitwirkt., Einschldgige Aufgaben befinden sich inzwischen aber auch im
Rahmen des BMFT-Projekts "Talsperrensicherheitsstudie auf probabili-
stischer Basis" fiir das Institut im Auftrag und gewinnen letztendlich
auch bei Baugrunduntersuchungen fiir praktische Ausfilhrungsobjekte zu-
nehmend an Bedeutung.

Der Herausgeber sah daher Grund gegeben, die etwa im Zeitraum der letz-
ten drei Jahre zur stochastisch-probabilistischen Thematik am Rande der
0.g. Forschungsvorhaben entstandenen Beitrdge im vorliegenden Buch



einmal zweckmapigerweise zusammen vorzustellen, um damit einen Ober-
blick der bisherigen Uberlegungen zu vermitteln.

Der Inhalt des Buches umfaBt insgesamt 7 Beitrdge: Die Beitrdge (1)

bis (3) geben Vortrdge an1dBlich der Baugrundtagung 1982 der Deutschen
Gesellschaft fiir Erd- und Grundbau e.V. in Braunschweig wieder. In eng-
lischer Sprache vorvergffentlicht sind die Beitrdge (5) und (6), und

zwar (5) in den Proceedings of the 4th International Conference on Appli-
cation of Statistics and Probability in Soil and Structural Engineering,
Florenz, Juni 1983 und (6) in International Journal for Numerical and
Analytical Methods in Geomechanics, Vol. 6, 409-424 (1982). Der hier
veroffentlichte deutschsprachige Beitrag (6) enthd1t gegeniiber der eng-
lischen Fassung einige kleinere Anderungen.

Der Inhalt der 7 Beitrdge 1dBt sich wie folgt abstrahieren:

In Beitrag (1) wird zundchst zur Schidtzung der statistischen Parameter
von Stichproben und zur Fehleranalyse (Versuchsfehler und Probestérung)
Stellung genommen. Ferner werden die Voraussetzungen fir Korrelationen
zwischen verschiedenen BodenkenngroBen, fiir Autokorrelationen zwischen
ein- und derselben BodenkenngrdBe und fiir Regressionen, bei denen eine
von mehreren zufdlligen Variablen als EinfluBgridBe gilt, beurteilt.

Der Beitrag (2) geht von (1) aus und zeigt Mdglichkeiten, die rdumlichen
Streuungen der Eigenschaften eines homogenen Bodens durch ein stationd-
res Zufallsfeld zu beschreiben. Am Beispiel der raumlichen Bruchfigur
einer DammbOschung wird dargelegt, daB die rdaumliche Streuung der Scher-
festigkeitsparameter wesentlichen EinfluB auf die Standsicherheit haben
kann.

Der Beitrag (3) schlieBt an (2) an und findet seine Vertiefung im Bei-
trag (4). In beiden Beitrdgen wird am Beispiel eines stochastischen
Bodenmodells der Versuch unternommen, sog. Vorinformationen iiber Bau-
grundeigenschaften einschlieBlich direkter und indirekter Beobachtungs-
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werte mit Hilfe des Theorems von Bayes zu quantifizieren. Die Uberlegun-
gen der Autoren gehen davon aus, die nach ihrer geologischen Entstehung
und ihren boden- bzw. felsmechanischen Eigenschaften unterschiedlichen
Boden- und Felsarten in Klassen mit definierter Weite der Eigenschaften
einzuteilen, um dann innerhalb dieser Intervalle die Streuungen der ent-
sprechenden Eigenschaften durch normale Zufallsfelder (GauBsche Vertei-
lungen) beschreiben zu kdnnen,

Im Beitrag (4) werden darliberhinaus Rechenoperationen dargelegt, mit de-
nen aufgezeigt wird, wie sich solche Klasseneinteilungen bei einem be-
stimmten geotechnischen Problem auf die Versagenswahrscheinlichkeit aus-
wirken konnen. SchlieBlich werden aus den Normalverteilungen sog. "klas-
senspezifische Bemessungswerte" abgeleitet, mit denen die Sicherheits-
anforderungen fiir bestimmte bauliche Anlagen bzw. flir grundbauliche
Stabilitdtsnachweise festgelegt werden konnen.

Im Beitrag (5) befassen sich die Autoren mit dem EinfluB der statisti-
schen Unsicherheit auf die Versagenswahrscheinlichkeit der Standsicher-
heit einer Bidschung anhand eines numerischen Beispiels. Die rdumliche
Streuung der Scherparameter ¢ und ¢ wird dabei durch zwei unabhangige
GauBsche Zufallsfelder mit der selben Autokorrelation modelliert. Die
Parameter dieser Zufallsfelder sind, da sie aus einem begrenzten Infor-
mationsumfang geschdtzt werden missen, selbst streuende Rechengrtfen.
Es wird aufgezeigt, wie die Wahrscheinlichkeit eines globalen Versagens
mit zunehmender Menge an Informationsdaten bis auf einen Grenzwert,

dem eine perfekte Information entspricht, abnimmt.

Ein weiterer Anwendungsfall wird im Beitrag (6) vorgestellt, der im
Rahmen eines Forschungsauftrags, gefordert durch das Institut fiir Bau-
technik, Berlin, entstanden ist. Am Beispiel von Rammpfdhlen in Rei-
bungsbdden wird aufgezeigt, wie bestimmte Vorinformationen mit Hilfe
des Theorems von Bayes methodisch genutzt werden kdnnen, um Pfahltrag-
fahigkeiten vorherzusagen und dabei die Sicherheitsfaktoren dem Infor-
mationsstand anzupassen. Im vorliegenden Fall handelt es sich um Infor-



mationsdaten aus Rammformeln im Vergleich zu Probebelastungen, wobei
allgemein versucht wurde, beide Vorhersagen iiber Regressionsrechnungen
in Beziehung zu bringen. Obwohl es derzeit in der Bodenmechanik als er-
wiesen gilt, daB die den iiblichen Rammformeln zugrundeliegenden mecha-
nischen Modelle fehlerhaft sind und Losungen fiir das dynamische Pfahl-
verhalten im Boden daher derzeit mit Hilfe von Wellengleichungen gesucht
werden, verbleibt dem Beitrag aktuelle Bedeutung. Seinen Wert moge der
Leser in erster Linie in dem allgemeinen methodischen Ansatz der Wahr-
scheinlichkeitstheorie sehen, der geeignet ist, auch jede andere Art

von Vorinformation, z.B. Ergebnisse aus Sondierungen oder dynamischen
Pfahlprifungen, in gleicher Weise einzubringen. Der Beitrag zeigt auBer-
dem, wie Ergebnisse aus direkten und indirekten Aussageverfahren durch
statistische Regressionsrechnungen in Verbindung gebracht werden konnen
und kann auch als Beispiel dafiir gelten, wie der methodische Ansatz bei
entsprechender Modifizierung generell auch flir die Vorhersage der Trag-
féhigkeit von Bohrpfdhlen, Erdankern und anderen Tragelementen des
Grundbaus anzuwenden ist.

Im Beitrag (7) sind in gedrdngter Ubersicht die stochastischen Mittel
erlédutert, die dem Ingenieur derzeit zur Verfiigung stehen, um den Streu-
bereich von Bodenkennwerten, deren Mittelwert Uber eine bestimmte Fldche
oder iber ein Volumen von Interesse ist, aufgrund verschiedenartiger
Informationen abzuschdtzen. Der Beitrag zielt hauptsdchlich darauf ab,
dem Benutzer die praktische Handhabung der stochastischen Ansdtze naher
zu bringen. Die Zusammenstellung wird daher im zweiten Teil durch Re-
chenbeispiele veranschaulicht. Der Anhang beinhaltet eine kurze Ablei-
tung der verwendeten statistischen Beziehungen, die der Anwender braucht,
um Bayes-Schdtzungen filr Mittelwert und Standardabweichung bei unter-
schiedlichem Informationsniveau sowie entsprechende Schdtzungen aus Re-
gressionsbeziehungen vornehmen zu konnen.

Dem Herausgeber ist es abschlieBend ein besonderes Anliegen, den Bei-
spielcharakter der in den Beitrdgen aufgezeigten Denkansdtze und Losungs-
moglichkeiten zu betonen. Ohne Frage bedarf es weitergehender Anstren-



gungen, auch moglichen anderen Uberlegungen und L@sungsansitzen nach-
zugehen, insbesondere aber zugleich neben der wissenschaftlichen Lei-
stung auch eine praxisgerechte Umsetzung der Ldsungen und der Ergeb-
nisse zu finden. Das intuitive Verstdndnis fir probabilistische Ansdt-
zé zur LGsung von Sicherheits- und Zuverldssigkeitsfragen bei bauli-
chen Anlagen dem Leserkreis ndherzubringen - soweit hierzu die Boden-
und Felsmechanik beizutragen haben - ist Hauptziel der nachfolgenden
Publikationen.

Miinchen, im Dezember 1983 R. Floss






ZUR ERMITTLUNG DER BODENKENNWERTE
MIT BERUCKSICHTIGUNG VON STREUUNG
UND KORRELATIONEN

P. v. Soos

1. Vorbemerkung

Die Annahme, die Eigenschaften des Baugrundes nicht als konstante, son-
dern als streuende GroBen in Rechnung zu stellen, ist naheliegend, wenn
man die Entstehung des Baugrundes bedenkt, der das Produkt vielfdltiger
geologischer Prozesse wie Abtragung, Auflandung, Verwitterung und Ver-
festigung ist. Die UngleichmdBigkeit des Baugrundes ist mitunter augen-
fallig - man denke an Geldndeanschnitte in Kiesgruben -, doch schwanken
die Eigenschaften, wie z.B. der Wassergehalt, auch in einem scheinbar
gleichmdBigen Baugrund von Ort zu Ort. Auch hier liefert eine entnomme-
ne Bodenprobe nur eine zufdllige Realisation dieser BodenkenngroBe.

2. Statistische Parameter der Grundgesamtheit

Wdare es mdglich, den fir die jeweilige Betrachtung interessierenden
Bereich des Baugrundes oder den durch ein Bauwerk beanspruchten Teil
einer Schicht in einzelne Wirfel zu schneiden, die groB genug sind,
daB an ihnen die gesuchte BodenkenngroBe ermittelt werden kann und
geldnge es, an jeder dieser Proben die Bodenkenngrdfe fehlerfrei zu
ermitteln, so konnten wir die Haufigkeitsverteilung, d.h. die Dichte-
funktion f(x) aller Werte, die die KenngridBe in diesem Bereich an-
nimmt, beschreiben (Bild 1). Wir hatten dann genaue Auskunft iiber
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Bild 1: Dichtefunktion f(x) und statistische Parameter der
Grundgesamtheit fiir Werte x einer Bodenkenngrifie im
Bereich (no-n1), wo-v‘). (wo-w1) des Baugrundes

den z.B. fiir eine erdstatische Berechnung maBgebenden
Mittelwert u,

die wichtigsten Parameter der Verteilung wie Varianz o® bzw,
Standardabweichung o und die auf den Mittelwert bezogene Stan-
dardabweichung, den Variationskoeffizienten V,

weiterhin kbnnten zur Beschreibung der Form der Verteilung der
Koeffizient der Schiefe Yy und der

Koeffizient des Exzesses Y3-3

genau angegeben werden,

Hitten wir unsere unzihligen Probenwlirfel nach ihren Koordinaten ge-
kennzeichnet, so kdnnten wir feststellen, ob
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a) die Werte der KenngroBen Uber den Raum zufd1lig verteilt sind
(Bild 2a);

b) sich ein in parallelen Schnittebenen gebildeter Mittelwert, um den
die Werte jewells streuen, z.B. mit der Tiefe stetig &ndert, wo-
durch ein Trend aufgedeckt wlirde (Bild 2b);

c) die Schwankungen um den Mittelwert einer Art Rhythmus unterworfen
sind (Bild 2¢).

—#—x X 'ﬂ > X
1. :},
D% 2
..F.l '01.
d d
idn asb-d
2yidllig rhythmisch
verleilt Trend verlelll

Bild 2: Verteilung der Werte x einer Bodenkenngrbfe
mit der Tiefe

3. Schitzung der statistischen Parameter und Fehleranalyse

Im konkreten Fall einer Baugrunduntersuchung sind die statistischen

Parameter fir die BodenkenngrdBen der Grundgesamtheit nur n&herungs-

weise zu ermitteln, da

a) nur eine vergleichsweise geringe Anzahl ven Proben zur Verfligung
steht: die interessierenden GrtBen milssen aus einer Stichprobe
geschitzt werden;

b) die an den Proben bestimmten KenngrtBen von den tatsichlichen Wer-
ten abweichen, weil
a) die Proben nur gesttrt entnommen werden kdnnen,
b) die Versuchsdurchfiihrung fehlerbehaftet ist.
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3.1 Statistische Parameter der Stichprobe

Die geringe Anzahl verfilgbarer Proben 14Bt die Parameter der Vertei-
lung der BodenkenngrtBe in der Grundgesamtheit nur schitzen (Bild 3).
Wir erhalten nur

efnen Schitzwert x fUr den Mittelwert;

einen Schitzwert s? flr die Varianz;

einen Schitzwert s fUr die Standardabweichung und
einen Schitzwert V fir den Variationskoeffizient.

i
"
- 1o
Hiltelwerl I — Yy
noa
i  JE B I TY
{ Yorianz st 25 %:(xl %)
\ Fnel? { _i,z
r)(\ Standardabwelchung s |/m
n-i
™ -x
Yarlolonskaetilzlent ¥ = %

Bild 3: H¥ufigkeitsverteilung und statistische Parameter der
Stichprobe fiir Werte x einer BodenkenngriBe

Der Mittelwert y der BodenkenngrtBe, der fUr die erdstatische Berech-
nung ben8tigt wird, ist also nicht genau bekannt, sein Schitzwert x
hinwieder ist wegen der zufdlligen Wahl der Proben seibst eine Zu-
fallsgrtBe. Die von der Probenwahl abhingigen Schitzwerte X fUr p sind
also statistisch verteilt, Die Verteilung ven X ist von der Grundge-
samtheit nur wenig abhdngig: natlrlich {st sie bei normal verteilter
Grundgesamtheit selbst auch normal verteilt, doch kann sie auch bei
von der Normalverteilung abweichender Grundgesamtheit stets ohne
groBen Fehler durch eine Normalverteilung ersetzt werden.

Fiir die Behandlung erdstatischer Probleme, in denen auch bei stocha-
stischer Betrachtungsweise wegen integraler Mitwirkung (Massenkrifte)
oder wegen Parallelschaltung (Scherkrdfte) die Mittelwerte der Boden-
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kenngréBen zu berlicksichtigen sind, ist diese Eigenschaft des Mittel-

wertes von grofem Vorteil.

Die Unsicherheit des Mittels x, d.h. die Streuung der miglichen Werte
X hdngt von der Anzahl der Proben ab, aus denen X gewonnen wurde. Es
gilt der Schitzwert fir die Standardabweichung des Mittels

. S
Sk T v
btix) i
i; \
| ! ‘rVerlellung von ¥ \
i{ \  Jornsd Hllletwert . Ix
f ‘ Standardabweichung
R des Miltelwertes spr gk Uliu,se))
TR " '
/"'I 1 Srundgesamthell Schatzung tir s s [t ]
1 U & == .
7 Il .J(\\\_ - g tur sy 1o e

& Standardobwelchung der Grundgesamthelt

Seil——

s Slondardobweichung der Stichprobe

1

1

Q

Bild 4: Streuung des Mittelwertes x

Zu den genannten Beziehungen sind zwei Einschrinkungen zu machen:

1. Damit der Mittelwert als Schiitzwert des wahren Mittels aufgefaBt
werden kann, ist es notwendig, daP die Proben zufdllig gegriffen
werden., Hat man die zu untersuchenden Proben einer Auswahl unter-

worfen, indem

man z.B. nur die augenscheinlich unglnstigsten Aus-

bildungen untersucht hat, so bietet ein.daraus gewonnener Mittel-

wert keine Sc
Auswahl der P
erdstatischer
ministische,

operiert, Die
heitskonzepte

hdtzung fir den Mittelwert der Grundgesamtheit. Die

roben hat filr eine probabilistische Betrachtungsweise
Probleme also anders zu geschehen als flir eine deter-

die "mit auf der sicheren Seite liegenden Parametern"
praktische Anwendung des probabilistischen Sicher-

s wiirde daher eine Xnderung der Laborpraxis erfordern.
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2, Die Beziehung flir 53 gilt nur dann, wenn die zufdlligen Proben von-
einander unabhingig sind, d.h. wenn zwischen ihren Werten keine Zu-
sammenhinge bestehen. Das ist, wie wir spiter sehen werden und wie
uns insbesondere der Vortrag von Herrn Peintinger zeigen wird, nur
dann der Fall, wenn die Proben hinreichend weit voneinander ent-
fernt entnommen wurden,

Ist die Standardabweichung der Grundgesamtheit oy bekannt, so ist
3= gﬁ eine zuverldssige Angabe flr den Fehler des Mittels,

Die Kenntnis der Standardabweichung der Grundgesamtheit ist auch filr
die Beschreibung des Vertrauensbereichs fUr den Mittelwert von Be-
deutung:

X-6 <y <X+38
5 gibt den Bereich beidseitig von X an, in dem der Mittelwert p mit
einer Wahrscheinlichkeit a erwartet werden kann.

S

Ist ay nicht bekannt, dann ist § = t « -

ist oy bekannt, dann ist § = z - 5% .

t ist der Beiwert der Student-Verteilung, der fir gegebenes o mit ab-
nehmender Anzahl von n anwdchst und flir n = 0 in z, das ist in den
Beiwert der Standardnormalverteilung Ubergeht. Flir a = 95% ist
z=1,9, filr a = 95% und n = 6 ist t = 2,75,

Es ist daher flir die statistische Beschreibung des Mittelwertes von
groBem Vorteil, wenn die Standardabweichung der Verteilung der Grund-
gesamtheit im interessierenden Bereich flir die jeweiligen Bodenkenn-
gréBen bekannt ist.

Dieser Hinweis scheint zundchst als unrealistisch und widerspruchs-
voll, da wir aus unserer konkreten Baugrunduntersuchung nur eine be-
grenzte Anzahl von Beobachtungswerten besitzen und die Standardabwei-
chung der Grundgesamtheit % nicht kennen. Betrachten wir aber den
Baugrund flir das untersuchte Projekt als Teil einer griBeren Grundge-
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samtheit, in der der Variationskceffizient der BodenkenngrdBen etwa
gleichbleibend ist, so kénnen wir bei Kenntnis desselben mit hinrei-
chender Zuverlissigkeit auf die Standardabweichung der Verteilung der
Grundgesamtheit schlieBen
o, @ Vx'i
Diese "gréBere Grundgesamtheit" wird das gleichartige Vorkommen eines
Bodens bestimmter geologischer Herkunft und Vorgeschichte in einer
begrenzten geografischen Lage umfassen, z.B.
- den mittelplastischen Seeton des Rosenheimer Beckens in der Umgebung
von Bad Aibling, oder
- die Gesamtheit der tertidren Sande von mehr als 2 m Michtigkeit der
oberen SUBwassermolasse Mlnchens, oder
- die Mergel des Gipskeupers im Raume Stuttgart usw.

An je mehr Stellen solcher Vorkommen BodenkenngrtBen ermittelt werden,
umso groBer wird der Umfang der Stichprobe aus dieser gréBeren Grund-
gesamtheit und umso bessere Schitzwerte lassen sich fUr die statisti-
schen Parameter dieser Grundgesamtheit angeben. Wilnschenswert wiren
Stichproben filr jede BodenkenngrbBe aus mindestens 100 Proben oder
mehr. Es gibt schon einige Einzeluntersuchungen aus dem In- und Aus-
land, die solche Daten auswerten. Die Darstellung in Bild 5 1dBt er-
kennen, daB die Variationskoeffizienten in solchen groBeren Grundge-
samtheiten je nach BodenkenngréBe, Bodenart und geologischer Vorge-
schichte zwischen weiten Grenzen schwanken. Es ist daher eine dringen-
de Aufgabe, durch das Anlegen von Datenbanken, in denen Bodenkenn-
grdBen aus zahlreichen Untersuchungen vieler Grundbauinstitute zusam-
mengefaBt werden, die Verteilungsparameter flr BodenkenngridBen von
mgglichst vielen heimischen Béden unterschiedlicher geologischer Her-
kunft zu erforschen und zu dokumentieren.

3.2 Versuchsfehler und Probestérung

Wie ernst kdnnen wir die ermittelten Einzelwerte und Mittelwerte flr
die BodenkenngriéBen Uberhaupt nehmen?
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Welche Fehler haften den Versuchen an (siehe Bild 6)?

1. Zunichst streuen die Werte, die derselbe Versuchsausflihrende in
demselben Labor bei wiederholter Bestimmung derselben Bodenkenn-
grdBe an gleichen Proben erhdlt. Diese Wiederholstreuungen sind
zufillige Streuungen, die bei der Mittelwertbildung mit zunehmender
Zahl der Versuche immer kleiner werden und schlieBlich gegen 0 kon-
vergieren, wenn die Anzahl der Versuche groB genug ist. Die Wie-
derholstreuung - hat also den Mittelwert § = 0, aber eine endliche
Standardabweichung Sge Zugleich begeht aber jeder Versuchsdurch-
fiihrende oder jedes Labor auch systematische Fehler durch individu-
elle Interpretation der Versuchsvorschrift, durch besondere Ange-
wohnheiten oder weil seine Waage verstimmt ist. Diese systemati-
schen Fehler lassen sich durch Mittlung der Ergebnisse des gleichen
Laboranten oder des gleichen Labors nicht verkleinern. Daher sind
nicht nur die EinzelmeBwerte, sondern auch’ das Mittel X bei Messun-
gen aus einem Labor gegeniiber dem wahren Mittelwert x* verfdlscht:
X = X%+ o ,p- Dagegen ist die Standardabweichung dieser systemati-
schen Fehler SaLab bei demselben Laboranten in demselben Labor sehr
gering, Daher ist die VWiederholstandardabweichung S = Sge

Mefiwerte ] aus vielen labors Mefwerte i aus einem Labor
STE XT]' o)) - ) xj v xjeoq) e &)
Eoaite (&g, d) LS STEARY

«0ljrgrofes n
= 0 iir groles n

1, M, 42 2

1, 0, 2 2 3T O Oyt 94

89 “uw;dd »0fdrgrofesn> N=od
w4

. xT wohrer Hefiwert

o syslemallscher Fehler elnes Lobors

& zuldlliger Fehler elner Hessung

Bild 6: Mittelwert und Standardabweichung von Versuchs-
fehlern aus einem und aus mehreren Labors
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2. Werden dieselben Versuche an gleichen Bodenproben von verschiede-
nen Labors ausgeflUhrt, so kdnnen die vorgenannten systematischen
Fehler im Vergleich der Labors als zufdllig erscheinen. Die erhal-
tenen Vergleichsstreuungen bekommen bei groBer Zahl der Labors
einen gegen 0 gehenden Mittelwert (ages + sges) = 0, wefisen aber
eine Standardabweichung SR auf, die notwendigerweise gridBer ist
als die Wiederholstandardabweichung.

In sog. Ringanalysen, in denen mbglichst gleiche Proben in ver-
schiedenen Labors wiederholt untersucht wurden, sind in den USA,
in England und in Deutschland die Wiederhol- und Vergleichsstreu-
ungen bei verschiedenen BodenkenngréBen untersucht worden, Die
Standardabweichungen bzw. Variationskoeffizienten sind aus diesen
Untersuchungen flir verschiedene KenngréBen in Bild 7 dargestellt.
Es ist zu erkennen, dad

a) die Standardabweichungen oder die Variationskoeffizienten von
Kennwert zu Kennwert sehr stark schwanken;

b) diese statistischen Parameter bei demselben Kennwert auch von
der Bodenart abhiingen (besonders deutlich beim hier nicht dar-
gestellten Proctor-Versuch zu erkennen).

3. Ein dritter maBgeblicher Fehler entsteht durch die Beeintrdchti-
gung der Probe bei der Probeentnahme. Durch den Entnahmevorgang
kann eine Verdichtung oder Auflockerung der Probe, eine Verdnde-
rung des Wassergehaltes, eine Verdnderung der Festigkeitseigen-
schaften usw. eintreten,

Die Probeentnahmefehler betreffen am wenigsten die stofflichen Boden-
kenngroBen (z.B. Korndichte), wohl aber jene, die den Zustand be-
schreiben oder die von der Bodenstruktur abhdngen., Auch diese Fehler
haben einen systematischen Anteil, der den jeweiligen Bohr- bzw. Ent-
nahmeverfahren anhaftet und einen zufilligen Anteil, der von der Sorg-
falt des Ausfilhrenden abhdngt. Durch Anwendung unterschiedlicher Ent-
nahmeverfahren 148t sich der EinfluB der Entnahmest@rungen in etwa
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abschitzen. Xhnlich sind auch systematische Versuchsfehler zu bewer-
ten, die dadurch entstehen, daB die Randbedingungen des Versuchs nicht
einwandfrei sind. Sowohl die systematischen Entnahme- als auch die
systematischen Versuchsfehler kinnen nur durch Korrekturen im Mittel-
wert, nicht aber in den Standardabweichungen berlcksichtigt werden.

Dagegen ist es moglich, die Varianzen der KenngrdBen einer geologi-
schen Formation (siehe Abschnitt 3.1 und Bild §) durch die Vergleichs-
varianzen der Versuchsdurchfilhrung zu bereinigen. Wie ein Vergleich
der in Bild 5 dargestellten, an verschiedenen Bdden ermittelten Va-
riationskoeffizienten V mit den in Bild 7 dargestellten Vergleichs-
variationskoeffizienten VR erkennen 148t, sind die versuchsbedingten
Vergleichsvarianzen, gemessen an den Varianzen geologischer Vorkom-
men klein, so daB sich die Variationskoeffizienten V nach Korrektur
durch die_Verg]eichsvariationskoeffizienten VR in der Regel nur

wenig d@ndern.

4, Korrelation und Regression

4.1 Korrelation
Daten iUber BodenkenngrtBen konnen vorliegen

1) aus einer speziellen Untersuchung fiir ein einzelnes Objekt,
2) als datenbankméBige Zusammenfassung vieler Untersuchungen zur
statistischen Beschreibung von Bden einer geologischen Formation.

Bei der erstgenannten alltdglichen Art der Untersuchung setzen die
Untersuchungskosten eine Grenze flr den Umfang der Stichproben. Dies
ist insbesondere bei aufwendigen Versuchen der Fall, Oft kdnnen nur
einfache Versuche wie Klassifizierungsversuche, KorngriéBenverteilung,
Plastizitéitsgrenzen, zustandsbeschreibende Versuche (Wassergehalt,
Dichte) oder vereinfachte Festigkeitsversuche (einaxiale Druckfestig-
keit, Flligelsondenyersuche) in groBerer Zahl ausgefllhrt werden. Ist
zwischen KenngrdBen aus einem solchen einfachen Versuch und dem Er-
gebnis aus einem aufwendigeren Versuch (Triaxialversuche) ein allge-
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meiner oder fir gleichartige Boden gliltiger Zusammenhang bekannt, so
lassen sich in untergeordneten Fillen aufwendige Versuche ganz ver-
meiden. Zumindest 148t sich ihre Anzahl erheblich verringern.

Y . fov oyl
. "y xSy
re e
_.lL..J-ﬂT,_. y ‘ e
70— ! ;|_ covixyl = T-Z(q-l Ayj-¥
._J_:._l{__.__. £y TP
. 1/ X -%
. — Sy ¢ _r]'_
' l‘x:‘x:
vl iy -3
L E L X Sy * n
T
n:”
T,
rsl rsel rs-}
unkarrellerl funkllonaler negallve
Tusammenhong Xorrelallon

Bild 8: Korrelationskoeffizient Ty
Liegen von verschiedenen Proben jeweils Bestimmungen zweier Kenngrg-
Ben vor, so lassen sich die Wertepaare in einem Diagramm gegeniber-
stellen. Ergeben diese eine diffuse Wolke, besteht zwischen jhnenmeist
kein Zusammenhang, gruppieren sie sich um eine Linie, sind die beiden
GroBen korreliert. Die GUte einer einfachen Tinearen Korrelation wird
durch den Xorrelationskoeffizienten (rx,y) beschrieben (s. Bild 8).

Es bedeuten
cov {x,y) die Kovarianz
Sx die Standardabweichung der Streuung in x-Richtung
Sy die Standardabweichung der Streuung 1n y-Richtung
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r = 1 gibt einen funktionalen Zusammenhang an: die Wertepaare liegen

auf einer Geraden;

r = 0 zeigt v§llige Unkorreliertheit an.

Haben wir eine grdBere Anzahl von Proben einer Bodenart aus einer be-
stimmten geologischen Formation untersucht und an diesen Proben je-
weils mehrere BodenkenngrdBen ermittelt, so kdnnen wir danach fragen,
ob zwischen je zwei Kenngrtfen eine Korrelation besteht oder nicht.
Herr Peintinger hat 1979 Versuchsergebnisse aus der oberen SUfwasser-
molasse im Stadtgebiet Minchen ausgewertet und dabei die in Tabelle 1
wiedergegebenen Korrelationen festgestellt.

Ton Schluff Sand
r n r n r n

lP - W 0,942 261 0,894 90
w - n* 0,870 121 0,777 82 0,637 199
u - d50 0,868 69 0,697 86 -0,158 175
a, - n* -0,590 81 -0,648 456
o' - ¢! -0,591 69 -0,361 35
¢ - IP -0,470 69 -0,598 31

Es bedeuten:

1 oow - Plastizitytszahl v . J50 U

PV Y T ngleichfrmigkeitsgrad

" fileBgrenze 9y efnaxfale Druckfestigkeit
w Wassergehalt [N effoktiver Relbungswinkel
ne Porenanteil ¢t effektive Koh¥sion

Anzahl der Wertepaare

‘Tabelle 1: Korrelationen zwischen BodenkenngroBen
im MiUnchner Tertilr
(Peintinger 1979)
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Die hier angegebenen Korrelationen werden noch schirfer, wenn man die
Grundgesamtheit einschrinkt, indem man z.B. nicht alle Tone, sondern
nur jene mittlerer Plastizitdt betrachtet.

Die Aussage des Korrelationskoeffizienten ist zundchst eine rein for-
male und gibt noch keinen Hinweis darauf, ob zwischen den korrelier-
ten GroBen ein ursdchlicher Zusammenhang besteht. Ein solcher ist fir
uns auch nicht unbedingt gefragt. Mitunter geniigt auch eine gemein-
same Abhingigkeit von einer dritten GriBe. So ist z.B. die Abhingig-
keit Reibungswinkel - Plastizitdtszahl nicht als ursdchlich zu werten.
Beide KenngrdBen sind vom Mineralaufbau und der KorngrtBenverteilung
des Bodens abhingig. Trotzdem sollten Korrelationen stets auf ihren
Sinngehalt gepriift werden; insbesondere bei kleinem Stichprobenumfang
konnen sich auch unmotivierte, formale Korrelationen ergeben.

4.2 Regression

Die symmetrische Form des Korrelationskoeffizienten deutet darauf,
daB keiner der beiden durch die Korrelation verknilpften zufdlligen
Parameter bevorzugt ist.

Diese Situation @ndert sich, wenn von einer der korrelierten GrdBen
auf die andere geschlossen werden sol1. Bei der Regression wird eine
der beiden zufd1ligen Variablen als unabhingige "EinfluBgrtBe" ange-
sehen, von der die andere als "ZielgroBe" abhingt. So soll im Bei-

. spiel des Bildes 9 von der Variablen x auf y geschlossen werden. Die
Regressionsgerade einer linearen Regression wird unter der Annahme
gefunden, daB das Summenquadrat der Abweichungen § 6 = ¥ - 9 zwischen
der Geraden und den Versuchspunkten ein Minimum wird. Sind die ver-
knlipften GroBen y und x normal verteilt, so gelten die im Bild 9 dar-
gestellten Beziehungen. Die Koeffizienten & und B sind Schitzwerte
der nicht bekannten GridBen o und B in der Regressionsgleichung. Die
Varianz s? gilt fiir die Abweichung der einzelnen Mepwerte in y-Rich-
tung von der Geraden. Da die Parameter & und B Schitzwerte sind,
haben auch diese eine Standardabweichung, S bzw. sB (Bild 10).
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Bild 9: Lineare Regression:
Regressionsgleichung § (x) und
Standardfehler fir die Schitzung von y nach x

Die Regressionsgerade ordnet jedem Eingangswert Xg einen Erwartungs-
wert § zu, ¥ ist ein geschitzter Mittelwert flUr y an der Stelle Xg

dessen Unsicherheit durch die Standardabweichung Sy(x ) beschrieben

wird. Diese ist fir Xy = X am geringsten und wichst m?t dem Abstand

von X an (X ist der Mittelwert fUr x in der Stichprobe).

Zur notwendigen Beschreibung der Unsicherheit eines Uber Regression
gesuchten Erwartungswertes flUr y mlissen also neben der Regressions-
gleichung noch

der Standardfehler s fir die Schitzung von y nach x nach der

Stichprobe,

der Umfang n der Stichprobe

der Mittelwert x der Variablen x in der Stichprobe (x,y)

und

die Standardabweichung Sy der Variablen x in der Stichprobe
bekannt sein,
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Bi1d 10: Lineare Regression
Standardabweichung der Koeffizienten & und §
und Standardabweichung fur ¢

Diese Daten werden zu Regressionsgleichungen fir BodenkenngrtBen in
der Literatur vollstdndig nur selten genannt. Allenfalls werden der
Standardfehler s flir die Schdtzung von y nach x in der verarbeiteten
Stichprobe und der Korrelationskoeffizient r filir dessen Wertepaare
angegeben, So 18Bt sich Uber die Zuverl¥ssigkeit der Erwartungswerte
aus den in Tabelle 2 aufgefilhrten hdufig verwendeten Regressions-
gleichungen nur wenig aussagen.
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. = 45,4 - 5,53 1n 1, + 3,99 (r = 0,65)
? (1, in %) (ODENDAHL)
e = 11,76 - 14,7 log I, * 3,37 (r = 0,839)
(IP als Dez. Bruch) (HORN)
C. = 0,009 (w - 10)
(SKEMPTON) (r = ?7)
C
- = 0,11 + 0,0037 I,
O¢
<y = 123 - 3,44 w {(r = 0,52)

(kN/m? ) (%) (SCHULTZE)

ts bedeuvten:

. Gesamtwinkel der Schoerfestigkedit

Py effevtiver {vahrer) Reibungswinke) nach Hvorslev

Cc Kompressionsbeivert

e Xonsolidierungsspannung T Plagstizititszahl
= Koh¥ston des undrinierten Bodens Y FlieBgrenze

Tabelle 2: Regressionsgleichungen fUr BodenkenngrtBen

Die Regression darf nicht umgekehrt verwendet werden. FUr y als Ein-
gangs- und x als Zielgrofe gilt eine andere Beziehung, fiir die die
Abweichung 6, = X4-% zur Regressionsgeraden ein Minimum wird. Die
beiden Beziehungen sind nur flir r = 1 identisch. Die zugeordneten
Regressionsgeraden weichen umso starker voneinander ab, je kleiner
der Korrelationskoeffizient r ist (siehe Bild 11).
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Bild 11: Regressionsgeraden fir § (x) und R (y)

Lineare Regressionen lassen sich auch auf nichtlineare Beziehungen an-
wenden, wenn diese durch Transformation in eine lineare Form gebracht
werden konnen (siehe Tabelle 2). Vorausgesetzt ist, daB die transfor-
mierten GroBen normal verteilt sind,

Ist eine BodenkenngridBe zu zwei verschiedenen anderen KenngrdBen kor-
reliert, und sind die beiden anderen KenngriéBen veneinander unabhdngig,
also untereinander nicht korreliert, so lassen sich durch mehrfache
oder multiple Regression bessere Korrelationen erbringen. Mehrfach-
korrelationen sind aber unsinnig, wenn die als funktional unabhingig
eingeflihrten Variablen tatsichlich voneinander abhdngen, d.h. mitein-
ander korreliert sind - dann ergibt sich keine Verbesserung der Re-
gression.

Werden Regressionen in probabilistische Betrachtungsweisen einbezogen,
so st zu beachten, daB die EingangsgréBe x selbst eine ZufallsgrdBe
mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) ist (siehe Bild 12).

Wird die EingangsgrdBe durch eine Fraktile X, der Grundgesamtheit
charakterisiert, so liefert die Regression einen Erwartungswert 9n
flr die entsprechende Fraktile der ZielgriBe Yn mit der Standardab-
weichung Sy(xn)° Bei erdstatischen Nachweisen, bei denen nicht das
Unterschreiten eines Kleinstwertes in der Grundgesamtheit, sondern
das Unterschreiten eines Mittelwertes zum Versagen flihrt, ist die
Eingangsgrofe die Verteflung der Schitzwerte X flr den Mittelwert o
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Bild 12: Anwendung einer Regressionsgleichung
auf streuende EingangsgriBen

Die ZielgrtBe ist dann der Erwartungswert ; eines Schitzwertes fUr
den Mittelwert Hy (siehe Bild 12).

4.3 Autokorrelation

Wir haben von Korrelationen zwischen unterschiedlichen KenngrdBen ge-
sprochen. Wir kdnnen aber auch danach fragen, ob Bodenproben, die nahe
beieinander entnommen wurden, in bezug auf ein und dieselbe KenngriBe
voneinander unabhingig sind? Um dies zu prilfen, milssen wir einen Aus-
druck dhnlich dem Korrelationskoeffizienten bilden, bei dem die Ko-
varianz im Zihler des Ausdruckes an Proben gebildet wird, die ldngs
einer Geraden in konstantem Abstand voneinander liegen und in dem der
Zihler bef hinreichend groBer Probenzahl durch die Varianz der Kenn-
groBe gegeben ist.
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cov (x1.,x1.+ ) cov (xi,x- )

r S a 1+S
aut - S. <% Sz
L S PP x
;NS . .
cov (X4,%4,6) = 7iog 121 (3=%1) + (Xg,57%q4g)
n-s

ﬁég 151 (xi-x) ‘ (x1+s-x)

In Abst#nden, in denen dieser Autokorrelationskoeffizient des Bodens
von 0 deutlich verschieden ist, sind die Proben als nicht unabhlngig
zu betrachten., Werden solche Proben in die Mittelbildung einbezogen,
wird das Mittel unsicherer. Deshalb hat es keinen Sinn, Proben in zu
kleinen Abstdnden, z.B. in der Horizontalen ndher als alle 2 m zu
gewinnen, es sei denn, man will gerade die Autokorrelationseigen-
schaften studieren, Mit den wichtigsten Eigenschaften und Anwendungen
der Autokorrelation wird sich der folgende Vortrag von Herrn
Peintinger befassen.
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AUSWIRKUNG DER RAUMLICHEN
STREUUNG VON BODENKENNWERTEN

B. Peintinger

Die Eigenschaften eines kiinstlich erstellten Erdbauwerkes
wie z.B. ein Erddamm, Jja selbst des Baugrundes sind
theoretisch in ihrem Wesen deterministische GréBen, wire
man in der Lage, sie in jedem Punkt zu bestimmen. Da dies
nicht méglich ist, ist die Beurteilung des Baugrundes mit
sehr vielen Unsicherheitsquellen behaftet. Aus elner be-
grenzten Anzahl von direkten Aufschliissen und eventuell
vorhandenen Informationen z.B. aus geologischen Karten,
Aufschliissen von benachbarten Objekten soll der Baugrund-
sachverstidndige den Baugrund beurteilen. Neben den Un-~
sicherheiten, die bereits bei der Probenentnahme, Unter-
suchung der Bodeneigenschaften im Labor mdglich sind
(vgl. Beitrag (1)) , kommt das Risiko des Nichtentdeckens
geologischer Anomalien (z.B. Erosionsrinnen) hinzu. Aber
selbst bei relativ homogenen Bdden sind die Eigenschaften
nicht konstant, sondern schwanken von Ort zu Ort und eine
entnommene Bodenprobe liefert nur eine zufdllige Realisa-
tion dieser Bodenkenngrdfe. Diese Unsicherheitsquelle der
raumlichen Schwankungen von Bodenkennwerten, ihre Be-
schreibung durch ein stationdres Zufallsfeld und ihre
Auswirkung am Beispiel der Standsicherheitsuntersuchung
von Bdschungen soll in dem Beitrag behandelt werden.

1. Beschreibung der rdumlichen Schwankung von Bodeneigen-
schaften durch ein stationdres Zufallsfeld

In einem homogenen Boden sei zur Vereinfachung angenommen,
daB die Bodeneigenschaft X an jedem Ort £ normal verteilt
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sei (eine Lognormalverteilung, die negative Werte aus-
schlieft, kann durch entsprechende Transformation leicht
beriicksichtigt werden) und die Parameter der Verteilung
(Mittelwert u und Varianz 02) ortsunabhingig sind. Die
Dichte der Bodeneigenschaft X ist somit

Tos
(1)

wobeli ¢ die Ortsvariable ist.

! : t[xtgifl 1t 1]
i

!l & 4 7 IS X(g;) H X(gl)

- Bild 1: Verteilung der Bodeneigenschaft X am Ort &

Da sowohl im Baugrund durch seien geologischen Entsteh-
ungsprozef sowle in klinstlichen Erdbauwerken durch den
HerstellungsprozeB die GriBe der Bodeneilgenschaft in be-
nachbarten Orten Ei und §. sich normalerweise nicht
sprungartig versndert, muBl zwischen der Bodeneigenschaft
X( %) am Ort g und der Bodeneigenschaft X( %) am Ort £§
eine Abh#ngigkeit bestehen, die durch den Autokorrela-
tionskoeffizienten pij (vgl. Vortrag von Herrn v. Soos)
erfaBt werden kann. Die gemelnsame Realisation der Boden-
eigenschaft X(Ei) und X(%ﬂ wird somit durch die Dichte
der zweidimensionalen Normalvertelilung beschrieben.
(siehe Bild 2)
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toxeg), xtg;00

xg)

Bild 2: Projektion des Dichtehligels der gemeinsamen
Verteilung von x(ai) und X(Ed)

In homogenen Bdden wird die Abhidngigkelt zwischen der
GréBe der Bodeneigenschaft X an verschiedenen Orten im
wesentlichen nur vom gegenseltigen Abstand A% = Ei-
beeinfluBt. Als mathematisches Modell wurde deshalb ein
stationdres Zufallsfeld gewdhlt, dessen Autokorrelations-~
funktion ebenfalls nur eine Funktibn des gegenseltigen
Abstandes At ist.

Unter der Voraussetzung der Stationaritidt 148t sich die
Autokorrelationsfunktion punktweise schitzen, indem in
geringen Abstédnden A die GrdBe der Bodeneigenschaft X be-
stimmt wird. {siehe Bild 3)

wlg

0 1345 10 15 20 25 30 35 0 fxs4

~ Bild 3: beobachtete Wassergehaltswerte in konstanten
Abstédnden A
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Einen Schitzwert der Autokorrelation p(Ag) fir den Ab-
stand Af = s A erhdlt man durch Berechnung der Kovarianz
aus allen MeBpunkten deren gegenseitiger Abstand A¢ genau
A s ist. (s = 1,2,...,n=-1)

n-s
1
COVXysXy4g) = 73 1; Xy W) Ky gm¥yyg) (2)

und die Autokorrelation ergibt sich zu

Cov(X, ,X )
= _ 1°i+s
p(AE) = p(X;,X, ) =

9 *%+s

flir den Fall, daB yund ¢ ortsunabhédngig sind, gilt
1_ngs . _ 2
n-s 251 Xy Xypg —w
p(ag) =+
-

(3

Es ist leicht ersichtlich, daB die Schitzwerte der Auto-
korrelation fiir wachsendes Ag immer ungenauer werden, da
die Anzahl n-s der Beobachtungen zur Berechnung der Ko-
varianz stets geringer wird. Die aus den MeBwerten von
Bild 3 ermittelten Schitzwerte fir die Autokorrelation
sind in Bild 4 mit + gekennzeichnet.

plag

AHHI —
833345 10 T e -, 30 dgesd

Bild 4: Vergleich geschitzter Autukorrelationswerte
aus MeBwerten mit der angenommenen Autokorre-
lationsfunktion nach Gleichung (4)
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Unter den méglichen Autokorrelationsfunktionen aus der
Theorie der Zufallsfelder wurde in Anlehnung an Vanmarcke
1977 die Funktion

p(a8) = exp[-(ég){l (4)

gewdhlt, die zum einen relativ gut mit den beobachteten
Autokorrelationswerten nach Gleichung (3) Ubereinstimmt
(siehe Bild 4: durchgezogene Linie), zum anderen rechen-
technisch einfach zu handhaben ist. Der Autokorrelations-
parameter & ist von der Bodenart und der Bodeneigenschaft
X abhingig und beschreibt den Abstend A g = §, fur den die
Autokorrelation auf den Wert 1/e gesunken ist. Wie aus
Bild 5 ersichtlich ist, wird in B&den mit starker rium-
licher Schwankung der Bodeneigenschaft X die gegenseitige
Abhéngigkeit sehr schnell abnehmen und deshalb & sehr
kleine Werte und bei geringer Fluktuation die gegenseiti-
ge Abhidngigkeit sehr langsam abnehmen und deshalb & grofle
Werte annehmen.

X

g Xugj)
vl

Bild 5: Zusammenhang zwischen r#umlicher Schwankung
und Autokorrelationsparamter &

Genauere Untersuchungen der Autokorrelationseigenschaften
von Sanden und Tonen werden derzeit im Rahmen des Sonder-
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forschungsbereiches 96 im Teilprojekt A10 "Stochastische
Bodenmodelle" durch gezielte Probennahme in Sand- und
Tongruben durchgefiihrt. (Die Ergebnisse in Bild 3 und &4
wurden von Herrn Dipl.-Ing. Reitmeier aus diesem For-
schungsprogramm zur Verfilgung gestellt.)

Im allgemeinen werden die rZumlichen Schwankungen in ho-
rizontaler und vertikaler Richtung durch den Entstehungs-
proze8 des Bodens (z. B. Sedimentation, lagenweiser Ein-
bau) unterschiedlich sein. Die rdumliche Stréhng der Bo-
deneigenschaft X muf somit durch ein ahisotropes statio-
ndres Zufallsfeld X(8) beschrieben werden, wobei & = (51,
5 55) die r#umlichen Ortsparameter sind. (Bild 6)

Ag AE '3
p(ag) = e@[-<—5%)2-<—5§>2-<—5§)2} (5)

und 51,52,53 sind die Autokorrelationsparameter in den

Richtungen 51,52,53.

Eine Erweilterung flir den Fall, daf8 systematische Trends
im Mittelwert vorhanden sind, findet man bei Rackwitz,

Peintinger 1981.

$2

x()

M
§ 4

%

Bild 6: rdumliches anisotropes Zufallsfeld X(E)
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2. Mittelung des stationdren Zufallsfeldes iiber einen

Bereich

Bel starrplastischen Grenzbetrachtungen tritt Versagen
erst ein, wenn diekScherfestigkeit des Bodens entlang der
gesamten Gleitfl¥che Uberwunden wird. Deshalb ist nicht
die Realisation der Bodeneigenschaft X an einem Ort &,
von Interesse, sondern die GréB8e Xk des Mittels des Zu-~
fallsfeldes entlang eines Bereiches Ap. (vgl. Bild 7)

% -1 Jf X(E) dg
k Bg

S AV

— A ) {

-— Az—b

Bild 7: Mittelung iber
ein Zufallsfeld

Riag)
Riap
X

XR1a 1), Riag

Bild 8: EinflufB der
Mittelung auf
die Varianz
der varianz

(6)

xk ist eine Zufallsvariable
mit den Parametern

MR, T HX

X, " Cx' %
0sCys1 Cpm£(84,85,85,Ay)

(7)
und dessen Verteilung nahezu
gleich der Verteilung des Zu-
fallfeldes X angenommen wer-
den kann, Der Faktor Cy und
somit die Varianz og wird mit
zunehmder Grdfe A, und klei-
nem Autokorrelationsparameter
8 stets kleiner. (vgl. Bild8s)
Genaue Ableitungen zur Be-
rechnung der Varianz cxz bzw.
der Korrelation zwischen den
mittleren Eigenschaften Xk
und xl der Bereiche A, und A,
findet man in Peintinger,
Rackwitz 1980.
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3. Anwendung auf Bschungsrutschungen

Die Stabilitdt von Bdschungen wird in der klassischen Bo-
denmechanik durch das Grenzgleichgewicht an vorgegebenen
Bruchktrpern ermittelt (siehe Bild 9) und es gilt

n
¢, +tang, - (v, h, =-v,)
r. ) ok P VT eV

g =M. -Myp =7, ;
k=1 cosx,+sinx, - tang,

n
- ro-k§1 by hy -1y sing = 0 (8)
wobel Cy = die mittlere Kohdsion in der k-ten Lamelle

tang, = Tangens des mittleren Reibungswinkels in
der k-ten Lamelle
= mittlere Wichte der k-ten Lamelle

‘Y =
v}l: = Porenwasserdruck auf die k-te Lamelle
hk = H6he der k-ten Lamelle
bk = Breite der k-ten Lamelle
o = Stelgungswinkel der k-ten Lamelle
T, = Radius des Bruchkreises
n = Anzahl der Lamellen
MY, Z,)

Bild 9: BYschungsgeometrie

Die rdumliche Fluktuation der Scherfestigkeit wird durch
die beiden stationdren Zufallsfelder

X,(8) = tanp(g)  und X, (g) = c(g)
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mit den Parametern

uc# Mtang Mittelwerte
0.3 °tan¢ Standardabweichung

und den gemeinsamen Autokorrelationsléngen 51, 52 und 53
dargestellt.

Zur Berechnung des Grenzgleichgewichtes (Gleichung 8)
benttigt man die mittlere GréBe der Kohédsion bzw. des
Tangens des Reibungswinkels in den Lamellen. Es missen
die beiden Zufallsfelder daher in den einzelnen Lamel-
len nach Gleichung 6 gemittelt werden.

Wie oben in Gleilchung 7 gezeigt, haben die geometrischen
Abmessungen AK der Gleitflichen bel der Mittelbildung
der stationdren Zufallsfelder einen groBen EinfluB. Es
muB deshalb im Gegensatz zur deterministischen Betrach-
tung an ebenen Bruchflédchen bel der Berechnung der
Zuverlédssigkeit von Bdschungen mit stationiiren Zufalls-
feldern ein r#umlicher Bruchkdrper (vgl. Bild 10) gewihlt
werden.

Endkegel\Zylinder \ Endkegel

AL NAWARVAY

Bild 1o: rdumliche Bruchfigur
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Die Gleichung 8 des Grenzzustandes erweitert sich somit
um die Kr#fte in den beiden Endflé&chen.

Il
)Y oy ttang, - (v ly-vy)

g:l.ro.
k=1 cosak+sinak-tanq>k

[o]

)4}
-1, 71y k§1 by hy 1y esing + 2E = 0 (9)

wobel neben den Bezeichnungen von Gleichung 8
1o = die Ldnge des Bruchzylinders vgl. Bild 1o
E = rilickhaltendes Moment in der Endfl&che

vgl. Baligh, Azzouz, 1975

Flir jeden vorgegebenen rédumlichen Bruchkdrper, der
durch die Parameter (yo, Zgy 1oy Wg) (vgl. Bilga 1o)

¥

z° = Lage der Rotationsachse des Bruchzylinders
1 = Lidnge des Bruchzylinders

Vo = Jffnungswinkel der Endkegel

r = y02 + zo2 Radius des Bruchzylinders bei

BoschungsfuBkreisen
definiert wird, 1l&8t sich nach der Methode der Zuver-
ldssigkeitstheorie 1. Ordnung mit Gleichung 9 als
Grenzzustandsfunktion die Versagenswalirscheinlichkeit
Pf dieses Bruchkdrpers berechnen. (vgl. Vortrag von
Dr.-Ing. Pottharst und Rackwitz, Peintinger 1981) wobeil
€y und tang, normalverteilte Zufallsvariable mit den
Verteilungsparametern nach Gleichung 7 sind.

Es gilt:
P, = P(ge0) s 2(-B) (10)
¢ = die Normalverteilung
B = Sicherheitsindex
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Entsprechend einer deterministischen Berechnung mufB der
Bruchkérper gesucht werden, der die geringste Sicherheit
aufweist. Im Gegensatz zur deterministischen Berechnung,
bel der sich die geringste Sicherheit stets flir lO
ergibt, sich also auf den ebenen Fall zurickfilhren 14i08%t,
da dann die stabilisierende Wirkung der Endflichen weg-
f811t, ergibt sich bei der Berechnung der Zuverlédssig-
keit zusdtzlich mit zunehmender Bruchlinge 1° ein immer
gréfer werdender Mittelungseffekt (vgl. Gleichung 7 bzw.
Bild 8) und die Streuung der Scherparameter ) und tang,
wird immer geringer. Dieser Einflufl lduft der Abnahme
der stabilisierenden Wirkung der Endfldche entgegen und
man erh&lt somit eine endliche Bruchlidnge 1,, die am

unglinstigsten 1ist.

Der Sicherheitsindex 8 wurde am Bedispiel einer H = 15 m
hohen Bdschung mit einer Neigung von 1:1,75 flir ver-
schiedene Bruchléngen 1, berechnet, wobei flr u_ = 25°,
o = 6,25° Mg = 20 kN/m2 o, = 1o kN/m2 und die hori-
zontalen Autokorrelationsparameter gleich 5 mal der
vertikalen Autokorrelationslinge 61 = 62 = 5-63 ange-
nommen wurde. Das Ergebnis ist flir 3 verschiedene Auto-
korrelationslangen in Bild 11 dargestellt. Es ist deut-
lich ein Minimum von 8 in Abhingigkeit der Bruchlinge 1°
zu sehen und das Minimum ist mit zunehmender Autokorre-
lationslinge bei grdferen Bruchliéngen 1,, da der Mitte-
lungseffekt mit groBerer Autokorrelation geringer ist.
Der rein deterministische Sicherheitsbeiwert F3 errech-
net am rdumlichen Bruchk8rper flir die Mittelwerte u

und Mo wird mit zunehmender Bruchliénge stets geringer
und konvergiert flir grofle Ldngen 1° gegen den Sicher-
heitsbeiwert F2 = 1,3 flir die ebene Bruchfléche.
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Lange deszylindrischen Oleitkérpers Ly

Bild 11: Sicherheitsindex B in Abhéngigkelt der
Linge 1° des zylindrischen Gleitkdrpers

AbschlieBend soll der EinfluB der rdumlichen Streuung
und lhre Modellierung durch Zufallsfelder auf das Ver-
sagen von B8schungen 1n Bild 12 gezeigt werden. Fur
verschiedene BSschungshthen und den oben erwdhnten
Rechenannahmen wurde die Versagenswahrscheinlichkeit Pf
bzw. der Sicherheitsindex 8 (linke Ordinate) errechnet
und als durchgezogene Linien aufgetragen. Wdhrend die
rédumliche Streuung von einem deterministischen Sicher-
heitsbeiwert, wiederum fir die Mittelwerte errechnet,
(strichpunktierte Linie) nicht beriicksichtigt werden
kann, ergeben sich flUr die verschiedenen Autokorrela-
tionsliéngen wesentliche Unterschiede, zum Teil mehr-
fache Zehnerpotenzen in der Versagenswahrscheinlichkeit.
Die strichlierten Kurven zeigen auf der rechten Ordinate
die zugehdrigen wahrscheinlichsten Bruchléngen 10, die
wilederum von einer deterministischen Berechnung nicht
erfaft werden konnen.
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Bild 12: Sicherheitsindex 8, Sicherheitsbeiwert F2
und F3 und Linge 1, des zylindrischen G

4, Zusammenfassung

Am Beispiel der Stabilitdtsuntersuchung von Bdschungen
ist ersichtlich, daB die riumliche Streuung der Scher-
parameter einen wesentlichen Einflufli auf die Stand-
sicherheit haben, was durch eine deterministische Be-
rechnuhg mit fest vorgegebenen Scherparametern nicht
erfaft werden kann. Bei einer umfassenden Behandlung

des Problems kommt hinzu, daB8 die Parameter wie Mittel-
wert, Varianz und die Autokorrelationslidnge ebenfalls
keine bekannten GréfSen sind, sondern aus einer zufdlli-
gen Stichprobe geschitzt werden miissen. Sie miissen
deshalb ihrerseits als Zufallsvariable angesehen werden,
die die Unsicherheit bei der Standsicherheitsuntersuchung
von BSschungen wesentlich beeinflussen. Die Probleématik
der Schitzung dieser Parameter unter Zuhilfenahme von
Vorinformationen wird im n#chsten Vortrag von Herrn Dr.
Rackwitz behandelt.



-44-~

Literaturverzeichnis:

Baligh, M.M.; Azzouz, A.S. (1975): End Effects on Sta-
bility of Cohesive Slopes, J. Geotechn. Eng. Div.,
ASCE 101,GT11, 1975, 1105-1117

Peintinger, B.; Rackwitz, R. (1980): Numerical Uncertain-
ty Analysis of Slopes, Berichte zur Zuverldssigkeits-
der Bauwerke, SFB 96, Technische Universitdt Minchen,
Heft 52, 1980

Rackwitz, R.; Peintinger, B. (1981): Ein wirklichkeits-
nahes stochastisches Bodenmodell mit unsicheren Pa-
rametern und Anwendung auf die Stabilitdtsuntersu-
chung von B&schungen, Bauingenieur 56, 1981, 215-221

Vanmarcke, E.M. (1977): Probabilistic Modeling of Soil
Profiles, J. Geotechn. Eng. Div., ASCE 103, GT11,
1977, 1227-1246



-45-

KONNEN VORINFORMATIONEN UBER DEN BAUGRUND
QUANTIFIZIERT WERDEN?

R. Rackwitz

1. Einleitung

Das einer frilheren Arbeit (Rackwitz/Peintinger, 1981) ent-
nommenem Bild 1 zeigt den Sicherheitsindex 8 (= —¢—1[Ver-
sagenswahrscheinlichkeit Pf]) einer Dammbdschung iber dem
Umfang einer Zufallsstichprobe fiir die Schdtzung der Ver-
teilungsparameter von Kohdsion und Winkel der inneren Rei-
bung fiir drei Verhdltnisse von Dammh&he zu vertikalem Korre-
lationsabstand eines die Bodeneigenschaften beschreiben-
den GauB'schen Zufallsfeldes. Die Abszisse ist logarith-
misch geteilt. Der Sicherheitsindex erreicht bei n=100 bis
1000 den stationdren Wert und nimmt fir kleinere Stich-
proben in dramatischer Weise ab. Im Bereich iiblicher Stich-
probengr8en (n=1 bis 10) wird der Sicherheitsindex zu

etwa 1, die zugehbrige Versagenswahrscheinlichkeit betrdgt
rund 10 %. In Wirklichkeit beobachtet man jedoch Versagens-
raten in der Gr&S8enordnung von 10_3 oder 10-4. Der Unter-
schied zwischen Rechnung und Beobachtung kann und soll hier
nur so erkldrt werden, daB die Praxis beim Standsicherheits-
nachweis von B&schungen in hohem MaBSe Vorinformationen bei
der Festlegung der aktuellen Baugrundeigenschaften ver-
wendet, die ungefdhr einer Stichprobe vom Umfang n=100
dquivalent sind. Obwohl andere dhnlich ausgerichtete Stu-
dien bisher offensichtlich nicht angestellt wurden, mdchte
der Verfasser die Vermutung &duBern, da8 entsprechende Ver-
hdltnisse fast iliberall in der Geotechnik vorliegen. Einer

- Quantifizierung von Vorinformationen iiber Baugrundeigen-
schaften kommt mithin gr8ste Wichtigkeit zu - nicht nur fir
auf der Statistik beruhende Zuverlidssigkeitsanalysen.
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Bild 1: Sicherheitsindex 8 als Funktion des
Informationsumfanges

Ganz generell ist eine sinnvolle, objektiv nachvollzieh-
bare Quantifizierung und Ordnung des Wissens {iber Boden-
eigenschaften von Interesse. Leider sind einschldgige, sta-
tistisch orientierte Arbeiten kaum bekannt, die klassischen
Tabellen flir Bodenkennwerte in den Handblichern der Geo-
technik nur mit Einschrdnkungen brauchbar, weil zu un-
differenziert und die an vielen Stellen gelagerten Unter-
suchungsberichte von Baugrundsachverstdndigen ohne ein-
heitliche Ordnungsprinzipien fiir die Allgemeinheit kaum
vielmehr als Zahlenfriedhd&fe.

Die Frage, wie welche Vorinformationen quantifiziert
werden k&nnen, kann allgemein noch nicht beantwortet wer-
den, obwohl die grundsdtzliche Frage im Thema dieser Er-
Orterung mit einem eindeutigen "ja" beantwortet werden
s0ll. Am vielversprechendsten erscheint der bereits in der
eingangs erwdhnten Literaturstelle beschrittene Weg, eine
Quantifizierung in Form von a priori Verteilungen fir die
Parameter der unsicheren Gr&fen vorzunehmen. Solche kdnnen
dann mit Hilfe des Bayesschen Satzes der Wahrscheinlich-
keitslehre mit aktuellen Informationen kombiniert werden.

In dem genannten Aufsatz ist auch ein erster Vefsuch gemacht,
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derzeit zur Verfligung stehende, in der Begriffswelt klas-
sischer Denkweisen formulierte Vorinformationen in die
Sprache der probabilistischen Betrachtungsweise zu iber-
setzen und gewisse numerische Studien anzustellen. Auf eine
Rilckilbersetzung der erhaltenen Ergebnisse in dem klassisch
ausgebildeten Ingenieur vertraute Begriffe wurde aus ver-
schiedenen Griinden verzichtet. Am wichtigsten schien die
Tatsache, daB - und dies gilt offenbar besonders in der
Geotechnik - die Sprache der klassisch-deterministischen
Betrachtungsweise nicht reich genug ist um die probabi-
listisch erhaltenen Ergebnisse adidquat wiederzugeben. Eine
Ubersetzung ist partiell bestimmt nicht unm&glich, doch soll
auch hier darauf verzichtet werden. Der Verfasser nimmt in
Kauf, damit manchem Leser die Last des Nachlesens von ge-—
wissen Begriffen in den Lehrblichern der Statistik und Wahr-
scheinlichkeitslehre aufbirden zu miissen. Insbesondere sei
hierzu auf Benjamin/Cornell, 1970 verwiesen.

Feststellungen der Art "Der Winkel der inneren Rei-

o
" ent-

bung von rolligen B&den betridgt zwischen 0° und 60
halten wohl wichtige Vorinformationen. Sie sind flr An-
wendungen so0 nur viel zu diffus um filr praxisnahe In-
genieurentscheidungen von Belang zu sein. Sie werden schon
dann sehr viel informativer, wenn nach Klassifizierung der
Bereich auf z.B. 33° - 38° eingeschridnkt werden kann. 2Ziel
der folgenden Erdrterungen ist daher, die Wirkung von
Klassifizierungen auf die Formulierung, Quantifizierung

und Verwendung von Vorinformationen zu untersuchen und

damit auch den Rahmen abzustecken, in welchem ein sinn-
volles Sammeln, Auswerten und Abrufen von Vorinformationen
vorzunehmen wdre. Natilirlich treten dabei fiir den allge-
meinen Fall eine Reihe von z.T. schwierigen und auch noch
ungeldsten statistischen Problemen auf. Diese werden bewuBit
ausgespart um das konzeptionelle Geriist klarer durchschei-
nen zu lassen. Der Klassifizierungsvorgang selbst, seine
logische Struktur, die Probleme, die aus der Mehrdimen-
sionalitdt der Kriterien erwachsen etc. werden nur gestreift
und sollen einer weiteren Arbeit vorbehalten bleiben.
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2, Ein vereinfachtes stochastischeg Bodenmodell

Die rdumlichen Schwankungen von Bodeneigenschaften k&nnen
gut durch ein GaufB'sches Zufallsfeld beschrieben wexden.
Vorinformationen iiber den Boden betreffen dann im wesent-
lichen die Parameter, d.h. flir ein homogenes Feld den Mit-
telwert, die Varianz und die Autokorrelationsparameter. Um
die nachstehenden Ausfiihrungen zu vereinfachen, sei ange-
nommen, daf der Boden in verschiedene nach geologischer
Entstehung und Zustandsform eingeteilte Klassen fdllt.
Innerhalb einer Klasse sind Streuungs- und Autokorre-
lationsparameter konstant und bekannt, der Mittelwert in
einem gewissen Bereich streuend aber flir jeden gegebenen
Boden fest und nicht von Ortskoordinaten abhdngig. Vor-
informationen, das sind also Informationen iliber die Ver-
teilung des Mittelwerts, den Wert der Varianz und die Wer-
te der Autokorrelationsparameter (damit ist auch eine feste
Form der Autokorrelationsfunktion unterstellt) sind mithin
an die Klasse gebunden. Weiter beschrdnken sich die Aus-
fiihrungen auf ein Merkmal des Bodens, z.B. den Winkel der
inneren Reibung, Die Verallgemeinerung auf Merkmalsvek-
toren ist konzeptionell einfach, kann aber je nach Ab-
hdngigkeitsstruktur der Vektoren etwas aufwendig werden.
Bereits in Rackwitz/Peintinger, 1981, erwies sich als
niltzlich zwischen Geologie- und Baustellenstreuung zu
unterscheiden. Dabei bezeichnet der Ausdruck "Baustellen-
streuung” die rdumlichen Schwankungen innerhalb einer "Bau-
stelle" um einen Mittelwert, dessen Schwankung innerhalb
einer Klasse von Baustelle zu Baustelle mit "Geologie-
streuung" benannt wird. ZweckmdBigerweise schreibt man da-
her fir das Merkmal X eines Bodens der Klasse k

X (B) = Xp + Xy (8) (1)
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wobeli £ = (51.52,63) zweckmidBig gewdhlte Ortskoordinaten.
x2k(§) ist ein GauB'sches Zufallsfeld mit dem Mittelwert
E[xzk(g)]2= O und der Kovarianzfunktion Cov[XZk(g'), o5
(€] = oy oy (|g" - £'|). Der Mittelwert von X, (§) ist

also gleich X1k. Man beachte, da8 bei einigen geotechnischen
Problemen, z.B. bei Grundbruch- oder Stabilitdtsaufgaben die
Grége X, (£) nur untergeordnet oder iliberhaupt nicht in Er-
scheinung tritt, da die rdumlichen Schwankungen des Bodens
im physikalischen Ansatz "ausgemittelt" werden. (Verglei-
che hierzu auch den Beitrag Peintinger). In anderen Fdllen,
etwa wenn Versagen fir einen Extremwert von X2k(§) in einem
vorgegebenen Bereich auftritt (z.B. Filterversagen) sind
natiirlich die stochastischen Charakteristika von X, (£)
ebenfalls von Bedeutung. Hervorzuheben ist, daB die An-
nahme eines GaufB'schen Feldes und hier sogar eines Feldes
mit spezieller Autokorrelationsfunktion fir X2k(§) {vergl.
Beitrag Peintinger) deswegen notwendig erscheint, weil nur
fiir solche befriedigend einfache analytische (N&herungs-)
Lésungen fiir Integral-, Extremwert- oder andere in der Anwen-
dung vorkommende Rechenoperationen bei Zufallsprozessen
vorliegen. Selbst wenn das Modell eines GauB'schen 2ufalls-
feldes weniger gut mit den Beobachtungen ilbereinstimmen
wiirde, miiBte man diese Annahme um der rechnerischen Hand-
habbarkeit willen wohl akzeptieren. Flr x1k ist die An-
nahme einer Normal- (GauB'schen)-verteilung nicht notwendig.
Die weiteren Entwicklungen kdnnen dann jedoch weitgehend
analytisch durchgefiihrt werden. Sie wird daher im folgenden

ebenfalls vorausgesetzt.

3. Klassifizierung, Vorinformationen und aktuelle

Beobachtungen

Klassifizierungen des Bodens erfolgen im allgemeinen nach

einer ganzen Reihe von Kriterien, die z.T. nicht numerischer
Natur sind. Manche der Kriterien hdngen nicht von dem inter-
essierenden Merkmal ab. Ist klassifiziert, so gehdrt zu die-
ser Klasse eine Verteilung der GrdéBe x1k, in besonders
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glinstig gelegenen Fdllen ein einziger Wert. Die Verteilung
von x1k gewinnt man durch Auswertung aller zur Verfiligung
stehenden Beobachtungen fiir die k-te Bodenklasse. Sie kann
als empirische Verteilung belassen oder einer theoretischen
Verteilung angepaBit werden. Wird z.B. in einem ersten Schritt
nur die Kenntnis des Wertebereiches flir Klasse k ausgenutzt,
sO kénnte man eine Gleichverteilung, d.h. die Dichte f(x1k)
=1/(bk—bk_1) ansetzen. Die so gegebenen Informationen iiber
die mdgliche Lage des Feldmittelwertes fir Boden der Klasse
k vor aktuellen Beobachtungen bezeichnet man als a priori
Information. Sie kdnnte in geeigneter Weise auf Datenbanken
abgelegt werden und dort jeweils durch neu hinzukommende
Beobachtungen verbessert und vervollstdndigt werden. Damit
kann die Versagenswahrscheinlichkeit eines geotechnischen
Problems vorerst berechnet werden. Es bezeichne g( )sO

den Bereich im Raum der unsicheren Variablen fiir den Versagen
definitionsgemdB eintritt. Beispiele fiir solche Versagens-
kriterien sind in den anderen Beitrdgen zur Spezialsitzung
angegeben. Weiter sei Yk(A) die nach einer Operation mit
dem Feld x2k(§) entstehende Zufallsvarable, z.B. Yk(A) =
max {X, (£)} fir £ € A und Z ein Vektor von Zufallsvari-
ablen, der alle anderen Unsicherheiten umfaBt. Die Ver-

( sagenswahrscheinlichkeit kann dann formal wie folgt ge-

schrieben werden

Pe \ = P(I(Xpy Y, (R),2) 5 0) 2)

Die Formulierung (2) setzt voraus, daB die Klassifizierung
eindeutig ist. Dies diurfte jedoch in den seltensten Fdllen
gelingen. Man muB davon ausgehen - und die Praxis zeigt,
daB Fehlklassifizierungen zu den hdufigsten Versagensur-
sachen gehdren -, daB der interessierende Boden auch an-
deren Klassen zugehdren kann. Es sei Pk die Wahrschein-
lichkeit a priori, das der Boden tatsdchlich der Klasse k
angehdrt. Die totale Versagenswahrscheinlichkeit ist dann
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A
mit % Pk 1
n
[ ’ ]
Pf 51 Pl& Pf,k (3)
PE Kk ist die a priori Versagenswahrscheinlichkeit nach
’

Gl.(2). Kann die Anzahl n der zu bertlicksichtigenden Klassen
festgelegt werden, so sind die Grdfen Pi die "“Gewichte"
(Grade der Glaubwiirdigkeit) mit denen der Ingenieur fir
wahr hdlt, daB der interessierende Boden tatsdchlich der
Klasse k angeh&6rt. Formal sind dies Wahrscheinlichkeiten.
Es sind jedoch subjektive Wahrscheinlichkeiten, die vom
Ingenieur in jedem Einzelfall festzulegen sind und zahlen-
mdsig nicht mit denen eines anderen Ingenieurs ilibereinzu-
stimmen brauchen; selbst wenn flir beide die gleichen ob-
jektiven Tatbest&dnde flir eine Klassifizierung vorgegeben
sind. Solche Unterschiede sind der Ausdruck unterschied-
licher Bewertung der einzelnen Komponenten der objektiven
Tatbestdnde aufgrund verschiedener Ausbildung, Erfahrung
und Temperamente. Man beachte, daB die Auswahl nur einer
einzigen Klasse, der Klasse i, in diesen Informationszustand,
d.h. 51=1, Pk=° filr k=i, fast immer zu einer mehr oder weniger
ausgeprdgten Unterschdtzung der Versagenswahrscheinlichkeit
fiihrt. Der relative grofie Grad der Subjektivitdt im Wert
von Pé, welcher nunmehr auch eher als ein Mag fiir die Ge-
fahr eines Versagens anstatt als Grenzwert des Quotienten
der Anzahl der Versagensfdlle zur Gesamtzahl der unter-
suchten Objekte interpretiert werden sollte, legt nun Uber-
legungen nahe, wie sich der Wert dndert, wenn die Subjek-
tivitdt bei der Festlegung derPi und die Unentschiedenheit
dber den "wahren" Wert von X4k durch Beobachtungen abge-
baut wird.

Eine mdgliche, sicher aber im Ingenieurwesen die be-
friedigendste Grundlage aktuelle Beobachtungen in die Be-
trachtungen einzubringen, ist der Satz von Bayes. Wegen
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seiner iUberragenden Bedeutung sei er nachstehend flir die
Dichte eines unbekannten Verteilungsparameter513 der 2Zu-
fallsgr8Be X angegeben. Es ist:

£"(Jz) = 163 z) £ (P (4)

Die Dichte der ZufallsgréBe X kann man als bedingte Dichte
f(x|$) auffassen, d.h. als Dichte von X bei unbekanntem
aber festemt*. Die unbedingte Dichte ist dann nach dem
Satz der totalen Wahrscheinlichkeiten

£(x[}) =5 £(x|¥) £7(Fj2)a (5)

Man erkennt, daB die gleiche Vorgehensweise schon bei der
Formulierung von Gl.(2) verwedet wurde. Die GrdBe f£"(J|z)
heift a posteriori Dichte, f'() ist die a priori Dichte
und l(8|z) die sogenannte Likelihood von1}, wenn das durch
z gekennzeichnete Stichprobenergebnis bekannt ist. Der
Bayessche Satz gibt also die Wahrscheinlichkeit flir einen
"Zustand der Natur"” an, wenn daflir zunidchst eine a priori
Festlegung getroffen wurde, diese aber aufgrund eines Stich-
probenergebnisses in der gezeigten multiplikativen Weise
nnodifiziert wird.

Es sei nun gezeigt, wie sich die Wahrscheinlichkeit
Gl.(3) bei vorliegen einer "objektiven" Stichprobe fiir das
Merkmal X &dndert. Bild 2 veranschaulicht das zugrundege-
legte Modell. Es stehen n Klassen zur Auswahl. Die k-te
Klasse hat in Bezug auf X1k die Hegrenzungen Bk=]bk—1’bk]'
Die Klassengrenzen k#énnen sich im Prinzip iliberlappen und
werden dies in der Praxis auch hdufig tun. Die a priori
Dichte von x1k ist zur Vereinfachung der Darstellung eine
Konstante, d.h. f(x1k)=1/(bk_1—bk)-xk(§) ist bei festem £
eine (x1k'°2k) normalverteilte Variable. X, wird durch den
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m
Mittelwert z= x =1z xy geschitzt. Hier und im folgenden seli

vorausgesetzt, déﬂ die Stichprobe rasterfdrmig iber den
interessierenden Bodenkdrper verteilt ist. Die Gitterpunkte
sind jeweils um mehr als die sogenannte Korrelationsldnge
voneinander entfernt.

Die Stichprobeninformation verwenden wir nun auf zwei-
erlei Weise. Zum einen dient sie entsprechend Gl. (4) der
Verschdrfung unserer Information Uber die unsichere Gré&fie
x1k‘ Man kann z.B., durch einfache Rechnungen zeigen, dasg
die a posteriori Verteilung von x1k unter den genannten
Voraussetzungen eine. an den Klassengrenzen gestutzte Nor-
malverteilung ist

F" (x..) = ¢( 1k "m) (bk"‘m Py-1 "m)}
e 2x/ ' o2k//m P
(6)
fir b4 <Xy S by. Die Verteilung enthdlt die Werte

bk-1’bk und das Stichprobenergebnis Em als Parameter. Auf
analoge Weise kann die a priori Information filr die k-te
Klasse auf den neuesten Stand gebracht werden. Fiir x GBk
verbessert man naturllch nur die Information fiir die

k-te Klasse, da meBk keine neuen Informationen filr die
anderen Klassen enthdlt.

filxq)

by % b2y 91810 bpo=03,-02 b3pea3

Bild 2: Gleichverteilte a priori Dichten flir den Mittelwert
x1 fir drei verschiedene Klassen und Klassierungs-
intervalle ]ai_1,ai] fir den Stichprobenmittelwert.
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Zum anderen dient die Stichprobe der Verbesserung der
"Gewichte" Pk. Hierzu fuhren wir die folgende Klassifi-

zierungsvorschrift ein:

X, € ]ak_1, ak] = Ak=> Klasse Kk (7)

wobei sich nunmehr, um eindeutige Klassifizierungen zu er-
mdglichen, die Klassengrenzen in der Zuweisungsvorschrift
nach Mdglichkeit nicht Gberlappen dlirfen - genaugenommen

eine liickenlose Folge bilden. Nach dem Bayesschen Satz ist

b
i
" -1 7
P! =N P; [ P(xen|x,)f](x,)dx, (8)
by
mit
n by _
- 1
N= I P} [ P(XEA[x)) fi(x))dx, (9)
i=1 bi-1

Hierin ist P(X €A, |x,) die Wahrscheinlichkeit, daB der
Stichprobenmittelwert in die k-te Klasse fdllt, wenn Xq=x4
der "wahre" Mittelwert von X(ELfi(x1) ist die a priori
Dichte von X1 in der i-ten Klasse. Man beachte, das8 hier
nicht eigentlich klassifiziert wird, d.h. eine endgiltige
Entscheidung liber die wahre Klasse getroffen wird. Dann
wdre die Versagenswahrscheinlichkeit nach Gl. (2) zu er-
mitteln. Andere Klassen werden nach wie vor zugelassen.
Die a posteriorl Versagenswahrscheinlichkeit ist demnach:

Py Pf'k (10)

[ o =

Pf =

k=1
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wobel die Anfﬂhrﬁngsstriche bei Pe y darauf hinweisen sollen,
r

daB nunmehr in Gl.(2) flUr die GrdBe x1k

Gl.({6) zu verwenden ist. Es sei noch angegeben, das8 fir %ok

die Verteilung

=0 die Integrale in Gl. (8) und (9) bei normalverteiltem xk
analytisch angeweftet werden kdnnen.

b.
1
[ P(X, € A lx)f, (x))ax,
i-1
<]
= TE;:BI::T7ﬁ [ - Ai¢(A1) - w(A1)+A2¢(A2) + w(Az)
+R50(A3) + @(Ay) - Ay0(Ry) - tp(A4)] (11)

mit ATi(ak_bi)c’A2=(ak-1_bi)c’A3=(ak_bi-1)c’ A4=(ak—1_bi—1)
c, c=/m/o. Damit kann Gl. (10) ohne Schwierigkeiten er-
mittelt werden .-~ flr g( )=x1k+x2kso sogar analytisch.

Es ist wichtig, sich klar zu machen was da passiert.
Das Stichprobeneryebnis —m dndert zun&chst alle hier gleich-
verteilten a priori Verteilungen etwa in der in Bild 3 ge-

zeigten Weise.

f0) - toql% ) « 10q/%)

biy . b i X
Bild 3: A priori und a posteriori Dichten und Stichproben-
likelihood fiir Bodenklasse i.
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Das Ergebnis ist ein Ausschnitt aus einer Normalvertei-
lung, dessen Inhalt auf Eins normiert ist. Die vergleichs-
weise gr&Bten Verdnderungen treten in der Klasse auf, in
die das Ergebnis ;m f&1lt. Bei nicht zu groBfien Klassenbrei-
ten und nicht zu groBen Stichprobenumfdngen m dixften sich
die Unterschiede 2wischen a priori und a posteriori Ver-
teiluny fir X3 jedoch in Grenzen halten. Dramatische An-
derungen erfahren die Werte Pk. Ein Blick auf das Integral
in Gl.(8) zeilgt, daB dies einen Wert nahe Eins annimmt, wenn
i=k; selbst wenn die Intervalle Bk=]bk—1’bk] und Ak etwas
verschieden sind. Ist dagegen i von k sehr verschieden, so
wird P(imeAk|X1i) ein sehr kleiner Wert und somit die Wer-
te des Integrals und mithin auch die P; bei nicht zu ver-
schiedenen Pi. Diese Tendenz verstdrkt sich natlirlich mit
der StichprobengrdBe m, so daB asymptotisch fiir xmeAk sich
Gl. (10) auf Gl.(2) reduziert mit X1k=xm=konstant. Dieser
Zustand richtiger Klassifizierung und perfekter Infor-
mation iiber X1k dlirfte natlirlich kaum je erreicht werden.
Trotzdem dirfte dieser 2ustand die Grundlage sein, auf der
praktische Regeln filir die Auswahl von Bodenkennwerten auf-

gebaut werden miiBten.

Man konnte anfithren, daB8 das gezeigte Vorgehen an
dem Konzept der Klassifizierung fiir endliche Stichproben-
umfdnge nur insoweit festhdlt, als mit der Festlequng der
Klassen die jeweiligen a priori Verteilungen bestimmt sind.
Falls ;meAk kénnte auch direkt mit Py=1 und der ent-
sprechenden a posteriori Verteilung F"(x1ﬁ in Gl. (2) weiter-
gearbeitet werden. Das wichtigste Argument gegen diese Ver-
einfachung ist, daf die Klassifizierung wohl nur selten
vorrangiqg im Hinblick auf die Gr&fe von X1 vorgenommen wird.
Verschiedene, auf Grund ganz anderer Kriterien definierte
Klassen k&nnen sehr wohl fast gleiche a priori Bereiche
fir X.I aufweisen und damit nach der Stichprobe auch sehr
dhnliche a posteriori Verteilungen. Eine Stichprobe fiir X
bringt die Unterscheidung zwischen Klassen in solchen Fdllen
Kaum weiter., Hier muB man zusdtzliche qualitative oder quanti-
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tative Merkmale heranziehen um durch die Werte Pi bzw,. PI
deutliche Préferenzen zu erzeugen. Auf die Darstellung von
Einzelheiten der dabei anzuwendenden Methode muB hier ver-

zichtet werden.

Art und Umfang aktueller Beobachtungen bleiben vorallem
aus Kostengriinden in der Praxis immer beschridnkt. Daraus
folgt, daB der richtigen Klassifizierung noch vor der Be-
obachtung allergré8te Bedeutung zukommt, denn erst durch
die Klassifizierung wird der mbgliche Bereich von Wer-
ten x1 so eingeschridnkt, dag die Geologieunsicherheit in
ertrdglichen Grenzen bleibt. Ohne die Ergebnisse von nu-
merischen Untersuchungen vorwegzunehmen, sei die Be-
hauptung aufgestellt, daB bei vernlinftiger Einteilung der
Klassen und richtiger Klassifizierung im aktuellen Fall
die verbleibende a priori Unsicherheit liber X, in vielen
Anwendungen durch entsprechende BemessungsmaBnahmen auf-
gefangen werden kann. Implizit ist damit auch gesagt, daB8
ausreichend viele Klassen mit jeweils nicht zu groBen Para-
meterbereichen gebildet werden missen. Klassifizierungs-
kriterien miissen also so aufgestellt (und angewendet) wer-
den, daB im groBen und ganzen der jeweils klassierten Boden-
art eine hohe und von Klassierer zu Klassierer auch wenig

verschiedene Wahrscheinlichkeit pi zukommt .

Klassierungskriterien sollten mehrdimensional sein. Sie
kénnten sequentiell aufgebaut werden und eine Entscheldung
nach dem AusschlieBungsprinzip erfolgen lassen. Solche Ent-~
scheidungsprozesse kdnnen formalisiert werden. Unter dem
Schlagwort "artificial intelligence", bezogen auf soge-
nannte "Expertenbefragungen" verbirgt sich ein jingst in
die Diskussion gekommenes Konzept, welches entsprechende
Frage- und Antwort-Spiele in optimaler Weise organisiert
und mit den zur Verfiigung stehenden und stdndig vervoll-
stdndigten a priori Informationen verbindet. Daf der so
formalisierte EntscheidungsprozeB meist leistungsfdhiger
ist als individuelle Intuition erscheint offensichtlich
und wurde mehrfach experimentell bestdtigt, (z.B. bei der
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Ulsuche oder in der medizinischen Diagnostik). Wegen der
Khnlichkeit der Ausgangssituationen ist es sicher nicht
verfehlt, experimentelle Unterstiitzung auch bei geeigneten
formalen Ansdtzen filr geotechnische Klassifizierungsauf-
gaben erwarten zu diirfen. Hier tut sich ein Feld sehr niitz-
licher Forschungs- und Entwicklungsarbeit auf. Uber erste
Anwendungen solcher Methoden soll spdter berichtet werden.

4. Zusammenfassung

Ohne Vorinformationen kommt man in der Geotechnik kaum aus.
Dies gilt bei deterministischer Betrachtungsweise und na-
tiirlich noch viel mehr fiir die schirfere probabilistische
Betrachtungsweise, die als wesentliches Element ent-

hdlt, daB sie immer auch quantitativ Rechenschaft iber den
Unsicherheitscharakter der Bestimmungsgr&fen und Entschei-
dungen ablegen muB. Vorinformationen k&énnen im Sinne des
Bayesschen Satzes als a priori Wahrscheinlichkeiten guan-
tifiziert werden und in hdufig einfacher Weise mit aktu-
ellen Daten kombiniert werden. Ein ganz wesentliches Hilfs-
mittel, den Parameterbereich einer geotechnisch interessie-
renden GroBe einzuengen, ist die Klassifizierung von B&den.
Vorinformationen werden mithin nur in Verbindung mit defi-
nierten Klassen quantifiziert. Die Vorgehensweise ist fir
ein einfaches stochastisches Bodenmodell erl&utert. Die
M&glichkeit von Fehlklassifizierungen wird beriicksichtigt
und gezeigt, daB8 mit Zunahme des Umfangs von aktuellen Da-
ten Fehlklassifizierungen zunehmend unwahrscheinlicher wer-
den. Die Bedeutung sinnvoller Klassifizierungskriterien
wird hervorgehoben und angeregt, den KlassierungsprozeB
nach den Grundsdtzen eines neuen Wissensgebietes mit dem
leider irrefiihrenden Namen "artificial intelligence" zu
formalisieren.

AbschlieBend muB hervorgehoben werden, dag die an-
gegebenen Konzepte und Vorgehensweisen dann sinnvoll ein-
gesetzt werden konnen, wenn als Ziel nur eine globale Be-
schreibung der Streuungen der Baugrundeigenschaften in Form
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eines Zufallsfeldes definiert ist. Soll lekal die besondere
Ausprigung eines solchen Zufallsfeldes unter Zuhilfenahme von
Vorinformationen bestimmt werden, muB anders vorgegangen
werden. Vorallem kommt den aktuellen Beobachtungen dann viel
gr&fere Bedeutung zu. Auf die diesbeziligliche Literatur, vor
allem im Bereich der Erforschung von Lagerstdtten wird hin-

gewiesen.
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QUANTIFIZIERUNG VON VORINFORMATIONEN ZUR BESSEREN
KLASSIFIZIERUNG UND ABLEITUNG VON KLASSENSPEZIFISCHEN
BEMESSUNGSWERTEN FUR BODENKENNGRUBEN

W. Reitmeier
W. Kruse
R. Rackwitz

Statistische Betrachtungsweisen werden zunehmend auch im
Grundbau angewandt. Sie sind besonders geeignet bei der
Festlegung von Bodenkennwerten, wobei gleichzeitig die
Streuung der Bodeneigenschaften und das Sicherheitsniveau
des grundbaulichen Problems eingehen sollte. Da in der
Praxis selten genitigend Aufschlilsse vorliegen, ist es Ub-
lich, den Streubereich durch Klassifizierung einzuschrin-
ken. Die Arbeit untersucht die statistischen Aspekte der
Klassifizierung, insbesondere die Rolle von Vorinforma-
tionen einschlieBlich direkter und indirekter Beobachtun-
gen, sowie den EinfluB von Fehlklassifizierungen. Daraus
werden Regeln zur Bestimmung von Bemessungswerten flir
BodenkenngriBen abgeleitet.
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Einfdhrung:

Die im Grundbau mafgebenden Unsicherheiten lassen sich einteilen in
Unsicherheiten iber die rdumliche Fluktuation der Bodeneigenschaften,
Unsicherheiten iiber die globalen Parameter (Verteilungsparameter) des
angtehenden Bodens und Unsicherheiten Uber Begrenzungen {Schichtgrenzen)
bel vVorhandensein unterschiedlicher Bodentypen. Darllberhinaus ergeben
sich Unsicherheiten Uber die physikalischen Zusammenh8nge und schlies8-
lich, wohl meist weniger bedeutend, Unsicherheiten lber die Gr&Be der
Lasten, Dabei ist im Einzelfall kaum zu sagen, welche der genannten Un-
sicherheiten am bedeutsamsten ist. Ungeachtet dessen erfolgen die nach-
stehenden Erdrterungen ausschlieBlich flir die beiden erstgenannten Un-
aicherheiten. Ihre Quantifizierung soll mit den Methoden von Statistik
und Wahrscheinlichkeitslehre erfolgen. Damit k&nnen dann sicherheits-
relevante Gr&Ben wie der Sicherheitsbeiwert oder Rechenwerte fUr die
Bodeneigenschaften abgeleitet werden.

Anwendungen probabilistischer Methoden in geotechnischen Problem-
stellungen haben gezeigt, dad as ohne zusdtzliche Uberlegungen unbe-
friediéend bleibt, die fiir den konstruktiven Ingenieurbau entwickelten
sicherheitstheoretischen Konzepte (Grundlagen zur Festlegung von Sicher-
heitsanforderungen fir bauliche Anlagen) auf den Grundbau zu ibertragen.
Ein wesentlicher Grund dafir ist, daB hier die maBgebende Unsicherheit
vielfach bel der Klassifizierung des Bodentyps, die eine Aussage iber
die Verteillungsparameter beinhaltet, bzw. in den durch Art und Umfang
der Probennahme bedingten Unsicherheiten liegt. Rackwitz, R./Peintinger,
B. (1981) fanden z.B., daB bel dem dblichen geringen Stichprobenumfang
in AufschluBuntersuchungen, ohne Berflcksichtigung von weiteren Infor-
mationen, infolge der rein statistisch bedingten Unsicherheit der Ver-
teilungsparameter keina ausreichende Standsicherheit von Bdschungen nach-
gewlesen warden kann. Peintinger, B./Reitmeler, W. (1983) zeigten noch,
dag dafir vor allem dle Unsicherheit Uber den Mittelwert verantwortlich
ist. Die grundbauliche Praxis weist jedoch gegenlber so ausgeflhrten
Rechnungen wesentlich niedrigers Versagensraten auf. Das l#8t sich nur so
erkldren, dagd langjdhrige Erfahrungen vcn Sachverstdndigen in komplexer
Welse bel der Beurteilung des Bodens und seines Tragverhaliens mit ver-
arbeitet werden. Eine Quantifizierung diesas Vorwissens, sowie der damit
zwangslduflg verbundenen Unsicherheiten, bedingt durch subjektive Ein-
schdtzung und Ausbildung, kann wiederum auf probabilistischem Wege er~
folgen, In Ubereinstimmung mit der derzeitigen Praxis biletet es gich an,
das Vorwissen nach (Boden-) Klassen zu ordnen. Vorinformationan kdnnen
dann auf "Datenbanken” klassenspezifisch gespeichert und jederzeit durch
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neue Informationen erweitert werden.

Eine der Grundlagen, Vorinformationen (a-priori) und aktuells Beob-
achtungen flir eine schirfere Aussage (a-posteriori) zu verknilipfen,
liefert der in der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannte Satz von Bayes.
Sein Inhalt wird fUr das folgende vorausgesetzt. Ziel dieser Arbeit
ist eine Untersuchung der Wirkung von Klassifizierung, wenn ausgehend
von verschiedenen Inforamtionszustdnden eine Aussage ilber die “"richtige”
Bodenklasse erforderlich ist. Zentrale Fragen sind dabel der erforder-
liche Informationsumfang und die Ableitung von klassenspezifischen Be-
mesaungswerten, die grundbaulichen Standsicherheitsnachweisen direkt
zugrunde gelegt werden k&nnen. Die Untersuchungen bauen auf frdheren
Arbeiten auf [Rackwitz, R. (1982)].

Vereinfachtes stochastisches Bodenmodell

Teilt man die verschiedenen Bodenarten 1lhrer geologischen Entstehung
und Eigenschaften entsprechend in abgeschlossene Klassen definierter
Weite ein, so lassen sich innerhalb dieser Intervalle die rdumlichen
Schwankungen von Bodeneigenachaften gut durch ein normales Zufalls-
feld beschreiben. Vorinformationen beziehen sich dann im wesentlichen
auf dsssen an die jewellige Rlasse gebundenen Parameter, Mittelwert
(xlk)’ Standardabweichung (D[xk]) und Autokorrelationgparameter (§).
Normale ({(Gauf'sche) Zufallsfelder erfassen Beobachtungen im allgemeinen
gut, Wird die Normalverteilung zudem fliir die Formulilerung der Vor-
information gewdhlt, ergeben sich bei der Ableitung von Bemessungs-
werten einfache Rechenausdriicke bzw. analytische LYsungen. Die Annahme
ist dartiber hinaus durch den Zentralen Grenzwertsatz der Wahrschein-
lichkeitstheorie gerechtfertigt und sei hier fiir alle Rechnungen unter-
stellt.

Innerhalb der Klasse sollen, mit Hinweis auf [Peintinger, B./Reit~
meler, W. (1983)) die Standardabweichung und Autokorrelationsparameter
als bekannt angenommen werden. Dlege Vereinfachung bedingt auch die
Wahl einer speziellen Autokorrelationsfunktion, deren EinfluB8 jedoch
von untergeordneter Bedeutung ist und demzufolge aus mathematischen
Uberlegungen so gewihlt werden kann, daf analytische L8sungen flr Inte-
gral-, Extremwert- oder andere in der Anwendung vorkommenden Rechen-
operationen bel Zufallsprozessen mdglich sind. Beschrénkt sich die
Klassifizierung auf nur ein Merkmal X eilnes Bodens, z.B. den Winkel
der Inneren Reibung oder die Kohdsion, so wird diese Eigenschaft durch
die nachfolgende Gleichung vollstindig beschrieben.
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X = X+ Xadg) ™M

X.Ik steht fUr die "Geologiestreuung" des Mittelwertes, dessen Verteilung
entsprechend den vorhandenen Informationen die fir die einzelne Bau-
stelle ortsunabhingigen Mittelwertschwankungen der verschiedenen BSden
beschreibt.

x2k(£) modelliert die Baustellenstreuung, ortsabhdngig als GauB'sches
Zufallsfeld mit den Ortsparametarn § = (&,, §,, CalT-

Bel Annahme von Stationaritit lassen sich der Erwartungswert und die
Autokorrelation durch die nachfolgenden Ausdriicke darstellen.

EDdEl =0 (2)
CoviXalgil Xadgl] = oheollg -5l (3)

Der Mittelwert von xk(g), Zufallsvariable in der jeweiligen Xlasse k

ist also gleich X1k. Bei einigen geotechnischen Problemen spielen die
Schwankungen von XZK(E) infolge eines physikalisch mittelnden An-
satzes, wenn lberhaupt, eine nur untergeordnete Rolle. In anderen Fillen
lst gerade das Verhalten von XZK(E) und eventuell damit varbundene
Extremwerte (z.B. Fillterversagen) von besonderem Interesse.

Diese prinzipilell unterschiedlichen Anforderungen an das gewdhlte
Modell lassen sich jedoch durch Integration iliber das zu beschreibende
Volumen (bzw. Fldche) beriicksichtigen. Hat man zur Beschreibung der Bau~
stellenstreuung in jader Klasse k getrennt filr die Varianz den Wert02k,
so lépt sich im Fall eines physikaligch mittelnden Ansatzes (z.B,
B8schungen) die r#umliche Fluktuation {iber die betrachtete MefSeinheit H
(Volumen V oder Fldche A) mit Hilfe der nachfolgenden Beziehung be-
riicksichtigen.

YalHl = ;}JXM{MI (4)

Mittelwert und Varianz der 2Zufallsgrdge sz(H) sind:

EMatH =0 VarlylHl] = o f (4a)
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Damit reduziert sich bel vorausgesetzter Unabhidngigkeilt zwischen
X, und X, (§) der Anteil von X, bzw. Y, an der Gesamtvarianz

k entsprechend dem der Problemstellung gem&fenFl&che (bzw. Vo-
lumen)mit dem Faktor c,&”. Flir H+o geht also VAR [sz(H)] gegenNull.
Unabhdngig von den jeweiligen Verteillungen filr X, und X2k(§)

148t sich so die Varianz fiir die Zufallsvariable xk(g) durch die

Summe

von X

VerlXlgl = Verléed + by ok (31

berechnen.

Klasseneinteilung und Versagenswahrscheinlichkeiten
mit und ohne Beschrénkung auf eine Klasse

Fiir die welteren Ausfilhrungen sel angenommen, daf das Merkmal X

die intereséierende Elgenschaft eines Bodens charakterisiert. Die
Grdfe x1k wird der Rlasse k zugecrdnet und zur Vereilnfachung schlie-
Ben wir ein Uberlappen der Klassengrenzen in Bezug auf die Grdse X1k
aus. Jeder Klasse k wird aufgrund der vorhandenen Informationen eine
Verteilung von x1k zugewlesen. In ginstigen Fidllen kann dles auch
eln einzelner Wert sein. Ohne weltere Information erscheint der An-
satz elner Gleichverteillung, d.h. die Dichte f(x1k) = E——:ls—— in
jeder Klasse natlirlich, Die so quantifizierte Informati%n, aEEL vor
aktuellen Beobachtungen lber die tatsidchliche Lage von x1k sei als
nicht informative a-priorl Information bezeichnet. Liegen jedoch

Beobachtungen iiber die Lage von X aus anderen Bauvorhaben vor, so

1k
kann die a-priori Verteilung auch elne andere Form haben.

s
by by b b by "

Klasse k Klasse k2

Bild 1: Nicht informative a-priori Informationen, gleichverteilt

in allen Klassen fiir den Mittelwert x1k.



-66-

In einem ersten Schritt ldAt sich damit dile Versagenswahrscheinlich-
kelt eines geotechnischen Problems filr jede Klasse k getrennt be-
rechnen. Umgekehrt kann man beil vorgegebener Versagenswahrscheinlich-
kelt Bemessungswerte angeben, was in einem welteren Kapitel n#her aus-
gafihrt werden wird.

Bezeichnet man die Trennung zwischen Versagens-und Uberlebensbereich
mit einer Grenzzustandsfunktion g(.), so definiert g(.)S0 den Bereich
der unsicheren Variablen, fiir den definitionsgemif Versagen eintritt.
Weiterhin sei Y, (H) die nach einer Operation mit dem Feld x2k(5) ent-
stehende Zufallsvariable und Z ein Vektor der fiir die Problemstellung
relevanten zusdtzlichen unsicheren GrdBen. Somit 148t sich die Versagens-
wahrscheinlichkelt formal fir die Klasse k wie folgt schreiben.

Puic=Plglg. YalH1Z) «0] (6)

Diese Formulierung (6) setzt die genaue Kenntnis der wahren Klasse k
voraus. In der Praxis wird eine eindeutige Klassenzuordnung jedoch

nur in Ausnahmefdllen mdglich sein, so daB eine wesentliche Ver-
sagensursache in einer eventuellen Fehlklassifizierung liegt. Aus

diesem Grund scheint es ratsam, ein Verfahren zu wdhlen, das diese
Unsicherheit entsprechend den vorhandenen Informationen mit berlick-
sichtigen kann. Jeder Klasse k wird subjektiv vom Ingenieur in

jedem Einzelfall eine Gewichtung pk zugetellt. Diese formal als Wahr-
scheinlichkaiten anzusehenden "fGewichte" (Grade der Glaubwirdigkeit) kdn-

nen den gesamten Wertebereich von x1k abdecken. Mit der Bedingung von
K

E pi = 1 kann die totale a-priori Versagenswahrscheinlichkeit P%

k=1

durch die nachfolgende "gewichtete" Summe angegeben werden.

! K U ’
Fr=2 picFu (N

Pé,k ist die nach Gleichung (6) ermittelte a-priori Versagenswahr-
scheinlichkeit, wenn als Verteilung fiir Xk die a-priori Dichte ver-
wendet wird. Alle bisher angestellten Betrachtungen beschrénken sich
auf die allein durch Vorinformationen gegebenen Augsagen {lber den
Mittelwert Xig» ES soll nun mit Hilfe des Satzes von Bayes die Ver-~
knfipfung von aktueller Information mit a-priori Information vorge-
stellt werden. Dabel unterscheiden wir zwel Arten von aktuellen In-~
formationen. n
Baeobachtungen der GrdsBe Xy geschdtzt durch den Mittelwert X,= T Xy
kénnen sowohl filr die Aktualisierung der Vertellung von X1 bz\..ﬁ"1

X g+ als auch fir die Gewichtungen benutzt werden. Indirekte Beob-



-67-

achtungen, d.h. von Merkmalen die mehr oder weniger indikativ fir

die tatsdchliche Lage von X, sind, im weiteren mit dem Vektor u
bezeichnet, sollen in dieser Arbeit ausschlieSlich fir die Ver-
besserung der Klassengewichtung verwendet werden. Liegen durch

den Mittelwert in geschdtzte, aktuelle Messungen flr die Gr&ae x1k
vor, so ld8t sich bel Annahme einer gleichverteilten a-priori Ver-
teilung die durch Verarbeitung nach Bayes entsprechende a-posteriori
Dichte von X1k analytisch angeben. Mit den Klassengrenzen bk-1’ bk
entateht durch Integration eine beidseitig gestutzte Normalverteilung.

i) = — 1Bl T o )
/ 1(RIxp) fixy)dxy of "/_%cl)_ W;}%’

(by _q5Kqp by )

Man beachte, daB3 diese Vorgehensweise, unabhdngig der lLage von in,fﬁr
alle Klassen K durchzuflihren ist. Verwendung von Gleichung (8) in
Gleichung (6) flhrt zur a-posteriorli Versagenswahrscheinlichkeit P"f,k'
In analoger Weise 148t sich auch die Aussage Uber die Klassenge-
wichtungen verschirfen. Verwendet man von inE[aj—1' aj]=Aj nur die
Kenntnis des durch die Grenzen abgeschlossenen Intervalls, so er-

gibt sich eine durch die Stichprobe En verbesserte a-pasteriari Ge-
wichtung nach folgender Gleichung.

b
F#b/bﬂ%fﬁﬂxtlﬂkﬁkhq
(%6 A4;)= P < (9)
§7ﬁﬁ7pbmeﬁybn1ﬂxﬂdhw
-1

Die Integrale in Gleichung (9) k&nnen analytisch ausgewertet werden.

fp(,v,,eA,Ix,k)f?xp,)dx,,,- —/i = [-ADIA) - plA) + A DA) ¢
=1
+plAz)+ Ay ®[As3)s plA3)- A,@(A‘l plAl)
(10)
g-b; A Gy -b; gi-bi-y A =1 bip

%My %R M7 P

A



-68-

Verwendet man den Stichprobenmittelwert in direkt, ntitzt also die
diesem Wert innewohnende Information voll aus, so erhdlt man sogar
noch einfachere Formeln.

Gl - PIEIRE)

E P/?n/ka)lﬂk:)
I (11)

) =9 %= 9
Pnlk= [p{Flxul il = —’l——"-’i‘/’ﬁ—

G ~aj-1

Sowohl Gleichung (9) als auch (11) verarbeiten direkte Beobachtungen
des zu klassifizierenden Merkmals mit den subjektiv gewdhlten Klassen-
gewichten. In vielen FHllen wird es schwierig oder unwirtschaftlich
sein, Messungen der zu klassifizierenden GréBe iberhaupt oder in aus-
reichendem Umfang zur Verffigung zu stellen. Aus diesen Griinden und

im Hinblick auf eine m8glichst umfassende Verwendbarkeit jeglicher
Information ist es wilnschenswert, auch auf x1k hinwelisende Merkmale
30 z.B. Farbe, Geruch, Pflanzenbewuchs oder Kornvertellung filr das
Rufsuchen der “wahren" Klasse von Xy Mt zu verwenden. Ein dafiir
geeignetes Verfahren ist der in der Statistik bekannten Diskriminanz-
analyse &hnlich. Bezeichnet man indirekte klassenspeziflsche Infor-
mationen mit dem Vektor u, so ldft sich bel Annahme ainer Normal-
verteilung mit Mittelwertgki und Covarianzmatrix gki elne Aussage
der Klassengewichtungen durch die nachfnlgende Gleichung verschdrfen.

(270 1ot 6 l-ted (G- g
ATred
;g/z,,/&,fbetfu-md 15kt -yl g

plkilul = (12)

fUr den Sonderfall Jgu=J= (’P‘;) und der Abkfirzung

Yy =u-p bzw. u = {u (1), u_ (2),...,u, (8)] folgt:
ky 1 G, = Ty (o uy @)aeeomy g
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plkaly)= — E2%p, (12a)

Fecas

. S O B
mit G =75l Zuw Toes i Zuivtp ] (12b)

Bezelchnet man die durch f“(x1k]§n) aktualisierte Versagenswahrschein-
lichkeit in Gleichung (6) mit P“f x' S° 148t sich die totale a-posteriori
'
Versagenswahrscheinlichkeit analog Gleichung (7) durch die nachfolgende
Bezlehunqg darstellen.
. K .
P/:I;P/
i K
Dabeil wird die Verwendung indirekter Hinweise auf die Klassenzugehdrig-
keit durch die Beobachtung des Vektors u zweckmfdigerweise so inter-
oretiert, daB damit genauere a-prioril Gewichtungen pé festouelegt werden.

p; beinhaltet also immer auch direkte Beobachtungen.

Klassifizierung, Auffinden der mafasbanden Klasse

Auf eine Klassifizierung im elgentlichen Sinn wurde bislang ver-
zichtet. Gleichwohl ist sie 3as Ziel dieser Arbeit. Die Beschrinkung
auf eine Xlasse, z.B. bei der Ableiltung des Bemessungswertes, setzt
aber voraus, daB8 das der Klasse zugehdrige Produkt von Gewichtung und
Versagenswahrscheinlichkelt, die totale Versagenswahrscheinlichkeit

in Gleichung (13) dominiert und diese Dominanz muS vorrangig durch die
Wichtungswahrscheinlichkeit p"k*1 und folglich alle anderen p; (1 ¥Kk)
gegen Null erreicht werden.

Ist die wahre "Klasse" die Klasse k., so vergegenwdrtiqge man sich insbe-
sondere, das den Klassen mit Klasse 1 (i<k) sehr grofe Versagenswahr-
acheinlichkeiten zukommen kdnnen, wenn das Nachweisproblem so geartet
ist, daB der Zunahme der Gr83e X1 eine Abnahme der Versagenswahrschein-
lichkeit entspricht. (Im umgekehrten Fallgilt entsprechendes.)

In der nachfolgenden Darstellung ist die totale Versagenswahrschein-
lichkeit in Abhingigkeit vom Umfang der Information (Stichproben-
umfang n und Anzahl der indirekten Klassifizierungsmerkmale) fdr

eine Beisniel aufgetragen.
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Bild 2: Konvergenz der Versagenswahrscheinlichkeit in der Klasse k,
abhdngig vom Informationsgrad Uber In und u.

Dabei vurden 5 aufeinanderfolgende Klassen gleicher Weite gewdhlt.
Die Xurvenscharen gelten jeweils fir den Fall, das die 1./2./...5.
Klasse war ist. Der Stichprobenmittelwert in sowie die indirekten
Becbachtungen fallen jewells in die Klassenmitte. Der Korrelations-
koeffizient p ist O. Die Standardabweichung o = %k ist gleich der
Klassenwelte.

Dem Beisplel liegt ein flir alle Klassen analoges Versagenskriterium
zugrunde. Die Zielversagenswahrscheinlichkeit ist ¢(-2,5) = 6.21.10°
Sieht man von dem Sonderfall der Klasse ! ab, so erkennt man, das
sowohl die Zunahme des Stichprobenumfangs n als auch die Anzahl der
indirekten Klassifizierungsmerkmale die Versagenswahrscheinlichkeit
relativ rasch gegen den Grenzwert Pf = 6,21-10_3 streben lassen.

3

dop
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Dabeli erweisen sich in diesem Beispiel direkte und indirekte Information
als ungefdhr gleich effizient. Ist eine niedrige Klasse die wahre
Klasse, so wird Xonvergenz sehr schnell erreicht. Die Verifizilerung
einer hohen Klasse ben&tigt jedoch viel Information. Umgekehrt kann
der Ansatz einer zu giinstigen (zu hohen) Klasse, bel nicht ausreichen-
der Verifizierung, zu merklicher Uberschatzung'der Sicherheit £llhren.
Bemerkenswert ist, daB selbst bel n=10 und 5 indirekten Beobachtungen
der Grenzwert noch nicht errelcht ist, sondern um einen gewissen Be-
trag unterschritten bleibt. Ronvergenz wird erst flir sehr hohe, praktisch
kaum je erreichbaren Informationsumfang erzielt. Das liegt an der
vorausgesetzten, nicht informativen Ausgangssituation, d.h. gleichep'k
und gleichverteilte x1k, die immer noch durchschligt. Die nicht infor-
mative Ausgangssituation erkldrt auch das seltsame Verhalten in Klasse 1,
in der die Versagenswahrscheinlichkeiten mit zunehmender Information
zundchst zunehmen und dann auf den Grenzwert hin abnehmen.

Die aus Bild 2 gewonnenen allgemeinen Elnsichten bleiben in der Ten-
denz auch dann erhalten, wenn eine anders Zilelversagenswahrschein-
lichkeit gewdhlt wird. Natiirlich stellt sich ausreichende Konver-

genz wesentlich rascher ein, wenn die Streuungen von x1k bzw. der
Variablen Uk , die hier durchweas ogleich der Klassenweite ange-
nommen wurdeﬁ% verkleinert werden. Die Wirksamkeit der indirekten
Klagsifizierungsmerkmale schwicht sich jedoch bel Korrelation

zwischen den einzelnen Merkmalen wesentlich ab. Bei der Auswahl
indirekter Rlassifizierungsmerkmale sind mithin Abh#ngigkeiten

sowelt wie m8glich zu vermeiden. Erwdhnt sei noch, das die auf-
gezelgten Tendenzen unabhdngilg von den Klassenweiten und Jer
Klassenanzahl sind.

Es hat wenig Sinn, den allgemeinen Fall welter zu diskutieren, da

bel praktischen Klassifizierungsaufgaben jewells andere Verhdlt-

nisse vorliegen. Die vorgelegte Methodik kann vielmehr dazu dienen,
Klassifizierungsverfahren und die Anlage von Datenbanken zweck-

midfglg zu organisieren. Flir eine bestimmte Bodenart (-klasse) wird
damit die Art und Weise festgelegt, wie Informationen lber sie auf
Datenbanken abgelegt werden k#nnte, n#mlich als Verteilung von x1k
innerhalb der Klassengrenzen. Darilberhinaus liefert das Verfahren aber
auch die Anforderungen, die entweder an den Umfang direkter Be-
obachtungen oder an die Anzahl indirekter Merkmale gestellt werden,

um richtig klassifizieren zu k8nnen und damit von den klassen-
spezifischen Vorinformationen Gebrauch machen zu dilrfen. Einschligige
Untersuchungen werden derzeit flir Bdden des Minchner Raumes geplant.
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Ableltung von klassenspezifischen Bemessungswerten

Nach erfolgreicher Klassifizierung kann nun in einem welteren

Schritt eln spezifischer Bemessungswert x" fir die richtige Klasse k*
abgeleitet werden. Nach (Grundlagen zur Festlegung von Sicherheits-
anforderungen fiir bauliche Anlagen) 1ist dieser durch

K= Flo-opl] (14)

definiert. Darin ist B eiln vorgegebener Sicherheitsindex, a der
Einflusfaktor fiir die Zufallsvariable X und F-1 die inverse Ver-
telilungsfunktion dieser Zufallsvariablen. Bezliglich der numerischen
Werte von a und 8, bzw. lhrer Interpretation kann auf (Grundlagen
zur Festlegung von Sicherheitsanforderungen filr bauliche Anlagen)
verwlesen werden. Erfreulicherweise k#nnen filr die hler gemachten
Voraussetzungen geschlossene L&sungen der Verteilungsfunktion bzw.
zugehdrigen Dichte der Grdge X, = Xy + Xy angegeben werden,

e 1 Reb Rex
Fixg)=1 ¢I%,‘-:"")-¢ ;,7“)[02""5 .m;o-mi-

) z-t_>“ R-x
@l “alfrts 07 JI*n/c”

(15)

y x
2_2 2,
mit Gylxyig) = —1 [ [ Exp[-(Y=2YW+Wlgy i ; der  (15a)
259 2n[1-g2 2% 2(1-92) '

zweldimensionalen Normalverteilungsfunktion, fir deren Auswertung
man Tabellen oder einfache effiziente Rechenalgorithmen verwenden
kann. [Siehe z.B. Johnson, N./Kotz, S. (1972)] Die entsprechende
Dichte lautet

I 'nc ﬁln
n+¢ a, + lesn b1
Hxil = a cm aja—n -

o* biy_ o/—”.-kl a (16)
(W’-’M % ( L_n% Eﬁg‘”

ajc+n ogjc+n

Fiir dle durch Gleichung (14) gegebene exakte Ableitung des Be-
messungswertes x* ist die inverse Verteilungsfunktion nicht mehr
explizit angebbar und muf numerisch, z.B. mit Hilfe des Newton'
schen Verfahrens zur Aufldsung einer nicht linearen Gleichung ge-~

funden werden.
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In der Praxis wird man jedoch nur in Ausnahmefillen den exakten
Ausdruck filr Gleichung (14) verwenden k&nnen. Eine gute N#herung
die zudem auf der sicheren Seite liegt, ergibt sich bei Ersatz
der exakten Verteilung durch eine Normalverteilung mit &quiva-
lentem Mittelwert und gleicher Standardabweichung. Es gilt

»

- - 1

Xk = Elxul dﬂdz;,/;;'cl (17)
Darin ist E[X1k] das gewichtete Mittel aus den in der Datenbank
abgelegten Informationen und der gegebenenfalls gezogenen aktu-
ellen Stichprobe.

Schlu8bemerkung

Numerische Bearbeitungen geotechnischer Probleme mit klassischen

Ingenieurmitteln erfordern zwangsliufig eine Beschreibung von
Bodeneigenscharten mittels geeigneter Rechenwerte. Dabei sind stets

Aspekte der Sicherheit und Wirtschaftlichkelt gegeneinander abzu-
wdgen. Mit Hilfe einer probabilistischen Betrachtungsweise, die als
wasgsentliches Element enth#lt, daf sie immer auch quantitativ Rechen-
schaft tber den Unsicherheitscharakter der Bestimmungsgr$Be ablegt,
lassen sich entsprechende Bamessungswerte unter Beriicksichtigung

der vorher erwdhnten Gesichtspunkte nachvollziehbar ableiten. Vor-
informationen kdnnen somit, im Sinne des Baye'schen Satzes, als
a-priori Wahrscheinlichkeiten quantifiziert und b#ufig in einfacher
Welse mit aktuellen Daten kombiniert werden. Das am Beispiel eines
stochasgtischen Bodenmodells erliuterte Verfahren den Parameterhereich
einer geotechnisch interessierenden Gr8B8e mittels Klassifizierung
einzuengen, erméglicht die Akkumulation klassenspezifischer Vorin-
formation, sowie die Festlegung des jeweils notwendigen Informations-
umfangs fir eine richtige Klassifizierung. Damit ist die Bestimmung
eines dem jeweiligen Informationsstandes adiquaten und den Sicher-
heitsanforderungen gentigenden Bemessungswertes méglich.
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DIE WIRKUNG DER STATISTISCHEN UNSICHERHEIT IN DEN
PARAMETERN EINES STOCHASTISCHEN FELDES ZUR MODELLIERUNG
VON BODENEIGENSCHAFTEN AUF DIE BBSCHUNGSSTABILITAT

B. Peintinger
W. Reitmeier

1. Einflhrung

Bei Ingenieuraufgaben kann die Unsicherheit der Bodeneigen-
schaften in 4 Gruppen aufgeteilt werden:

a) rdumliche Schwankung innerhalb einer homogenen Boden-
schicht

b) statistische Unsicherheiten lber Mittelwert, Streuungs-
und Korrelationsparameter dieser Schwankungen

c) systematische Ybertragungsfehler von Laborergebnissen
auf die in-situ Bodeneigenschaften

d) zufdllige MeBfehler

Rdumliche Schwankungen vom Typ a) kdnnen den z2eit- und orts-
abhédngigen Verdnderungen des geologischen Entstehungspro-
zesses zugeordnet werden. Unsicherheiten nach Typ b) sind

im wesentlichen Unsicherheiten uUber die geologische For-
mation, Beide Arten der Unsicherheit iiber den wahren Zustand
in der Tiefe kobnnen im Prinzip durch ausgedehnte Untersuchun-
gen beseitigt werden. In der Praxis bleiben jedoch die An-
zahl der Aufschliisse und sonstige Informationen begrenzt,
Deswegen wird die r&dumliche Schwankung der Bodeneigenschaf-
ten durch geeignete Zufallsfelder, z.B. GauBfelder modelliert,
deren Parameter wie Mittelwerte, Varianzen und Autokorre-
lationsparameter charakteristische geologische Gr&fen sind,
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die aus Beobachtungen geschdtzt werden miissen. Besonders der
Mittelwert, aber auch die Varianz und die Autokorrelations-
parameter sind somit ein Modell (zur Beschreibung des Ergeb-
nisses) eines gewissen geologischen Entstehungsprozesses,
wdhrend die statistische Unsicherheit iber diese Parameter im
Wesentlichen eine Unsicherheit tlber die zu beurteilende geo-—
logische Natur der Formation ist.

Dieser Beitrag untersucht den Effekt der statistischen Un-
sicherheiten auf die Versagenswahrscheinlichkeit von B¥sch-
ungen unter der Annahme, daB systematische Fehler (Unsicher-
heiten von Typ c) bekannt seien und MeSfehler (Unsicherhei-
ten nach Typ d) entweder nicht vorhanden sind oder durch
wiederholte Messungen auf ein vernachldssigbares MaB redu-

zlert wurden.

Die Bedeutung der unzureichenden Information liber die Para-
meter elnes stochastischen Modells flir Bodeneigenschaften
auf Zuverlidssigkeitsstudilen von Erdbauproblemen wurde seit
langem erkannt. Genaue wahrscheinlichkeiltstheoretische Be-
handlungen waren jedoch auf einige wenige F&lle begrenzt.
Kirzlich wurde eiln Versuch von Rackwitz, Peintinger (1981)
und Pbhlmann, Rackwitz (1980) mit Hilfe Bayes'scher Be-
trachtungsweise gemacht, welches ein gliltiges (vielleicht
das einzig mdgliche) Xonzept zu seln scheint, um vernlinf-
tige, auf Wahrscheinlichkeitstheorie basierende Entwurfs-
entscheidungen im Falle solcher Unsicherheiten zu treffen.
Versagenswahrscheinlichkeiten von B&schungen wurden zuerst
fiir gegebene Parameter des Zufallsfeldes zur Beschreibung
der Bodeneigenschaften berechnet, aber die Verteilungs-
funktion wurde auch flir dle Parameter des Zufallsfeldes
angegeben. Diese Verteilung wurde von aktuellen Daten und a-
priori Information mittels Bayes Theorem abgeleitet. Die
totale Versagenswahrscheinlichkeit der B&schung wurde durch
Ausintegrieren der Bedingungen erhalten. Bei Rackwitz,
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Peintinger (1981), wurde unter Verwendung einiger gut be-
kannter Ergebnisse normaler "sample.theory" gezelgt, daB

die Parameterunsicherheiten h8ufig die anderen Unsicherheiten
Ubertreffen kbnnen., -Die Autokorrelationsparameter wurden da-
bel als bekannt vorausgesetzt, da keine einfachen Ergebnisse
fir die posteriori Verteilung der Autokorrelationsparameter
zu existieren schienen. Auf .der anderen Seite wurde ebenfalls
gezelgt, daB die GrbBe der Autokorrelationsparameter die
Versagenswahrscheinlichkeit und die Abmessungen des "wahr-
scheinlichsten" BruchkSrpers wesentlich beeinflussen kann.
Deswegen wurde von PShlmann, Rackwitz (1980) eline L&sung

flir die posteriori Verteilung der Autokorrelationspara-

meter des speziellen GauBprozesses abgeleitet. (Einige klei-
nere Fehler in dleser Studie wurden fiir diese Untersuchung
korrigiert). Im folgenden wird die Methode, die in den bei-
den oben angegebenen Arbeiten entwickelt wurde, zur numeri-
schen Berechnung der Versagenswahrscheinlichkeit von B&-
schungen verwendet.

2, Beschreibung des mechanischen und stochastischen Modells

Stabilitdtsprobleme von Bdschungen werden unter Vernach-
ldssigung von Porenwasserdriicken untersucht, wobei zur Be-
schreibung der Scherfestigkeit das Mohr—-Coulomb'sche Bruch-
kriterium verwendet wird. Als Versagenskriterium von B&-
schungen kann nach der modifizierten Methode von Bishop

g =M -M < 0 geschrieben werden, Dabei bezeichnet M. das
riicktreibende - und Ma das abtreibende Moment. Ohne wesent-
liche Einschrédnkung der Allgemeingiiltigkeit der SchluBfol-
gerungen wurde die Wichte des Bodens als konstant angenommen
und die Geometrie des Bruchkérpers unverdndert auf einen
aus fritheren Studien als ungiinstig erkannten Wert festge-
halten. Das rlickhaltende Moment ist somit die Summe der
Scherkréfte entlang aller Lamellen, multipliziert mit dem
Radius des Gleitkreises und den beiden Momenten aus den
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riickhaltenden Krdften in den Endflidchen des zylindrischen
Bruchkbrpers. Die Scherkr&fte jeder Lamelle und an den End-
fldchen sind lineare Funktionen der Zufallsfelder der Ko-
hdsion und des Reibungswinkels, integriert {lber die ent-
sprechenden Gleitfldchen. Kohdsion und Reibungswinkel wur-
den als unabhidngige homogene Zufallsfelder mit der gleichen
Korrelationsfunktion angenommen.

Damit ist die bedingte Versagenswahrscheinlichkeit durch

R(3) = P(Mr(X:3)-Mg < 0) (1)

gegeben, wobei der Vektor X die zuf#lligen Scherkrdfte und
= tug Mtano’ %c’%tane’ $1°
parameter beinhaltet. Zur weiteren Vereinfachung wird
$
lationsstruktur der Felder durch die Autokorrelations-
funktion

a 62, 63) die zufdlligen Feld-

1= 62 =k o 63 mit kX = 5 angenommen, womit die Autokorre-

2 2 2
3 AE, _(A_el.) - (ﬁ) _(B_AE3 )
D(AEI;A52,A53)=exp[- iil(—siﬁ J=e 617 & 181/ ¢ 1917k

(2)
)

&

£
3
mit nur einem Parameter beschrieben werden kann. Unter die-

ser Voraussetzung geniigt es, den eindimensionalen Fall zu

betrachten. _(AQ)Z
Z.B. ist fdr p(AE) = e ©°  die spektrale Dichte g(w) = 7‘5-_
w8, 2 T

.e—( 2 ) gegeben. Somit ist bei gegebenem Autokorrelations-
parameter & der Quotient zweler spektraler Dichten
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mit in geeignetem Abstand gewdhlten Frequenzen W, und w, -
2

Schdtzung der spektralen Dichte sind asymptotisch x~ ver-
teilt. Der Quotient zweier unabhdngig Xz—verteilter Vari-
ablen ist F-verteilt [5]. w2_w2

L gley) g2 0 72
Daraus folgt, W = =——— = e 4 ist asymptotisch

g(wz)

F-verteilt mit a(m1) und §(m2) als Schdtzung flir die spek-
tralen Dichten bei wy und wy - Durch Aufl&sen nach & und
unter Verwendung von Gleichung (3) ergibt sich die Vertei-
lung des Schitzwertes des Autokorrelationsparameter § aus

§ = -(—5——§)lnw
W=
172
wobei W eine Fv verteilte Variable ist, deren Vertei-

lungsparameter &énzg(m1) und a(mz) abhdngig sind. Fir eine
gegebene priori-Verteilung des Autokorrelationsparameters 6
erhdlt man die posteriori-Verteilung in Form ihrer Dichten
mit Hilfe des Bayes'schen Satzes zu

£16/6) « £y (3/6) « £'(8) (4)
\)11\)2

Bei gegebenen Verteilungsfunktionen fiir Autokorrelations-
parameter, Varianzen und Mittelwerte der beiden Felder, er-
gibt sich die gesamte Versagenswahrscheinlichkeit schlieB-
lich zu

(5)
B = [PIMX:D) - My<0) (D ¢

8
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Die a-posteriori Verteilung der Varianzen des Feldes kann
bei bekannten Autokorrelationsparametern als invers gamma-2
verteilt und die a-posteriori Verteilung des Mittelwertes
bei gegebenem Autokorrelationsparameter und Varianzen als
normalverteilt angenommen werden [4]. Infolge ihrer Lé&nge
sind die zugehSrigen Formeln hier nicht angegeben. Es sei
jedoch darauf hingewiesen, daB eine konjugierte priori-
Verteilung flir den Autokorrelationsparameter § aufgrund
Gleichung 4 schwierig zu bestimmen ist. Daher wurde eine
Rechteckverteilung gewshlt. Die zur Bestimmung geeigneter
Dichtefunktionen notwendigen Integrationen miissen numerisch
durchgefilhrt werden. Zur Veranschaulichung ist in den Bil-
dern 1 bis 3 fiir zunehmende Stichprobenanzahl, der Einflu8
zusdtzlicher Informationen auf den jeweiligen Bildern dar-
(F\ Stichprobenumfang n

gestellt.
() / | \r-o
/ I \\/n_m /a—priori
Dichte
N
a

4 a 2 & & x O
geschidtzter Autokorrelationsparameter §

Bild 1: a-priori/posteriori Verteilungen des Autokorrelations-
parameters §
f@?

n=300

6-9

n-300

5-%

Stichprobenumfang .,
n

Jay o2
Schidtzer fiir die Standardabweichung
Bild 2: a-priori/posteriori Verteilungen der Standardabweichung
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Stichprobenumfang n = 120
) -5-4 ¢ = constant = 0.10¢%

5-%

a-priori Dichte

/

e T
364

a3 04 as s H

Bild 3: a-priori/posteriori Verteilungen des Mittelwertes

Es ist ersichtlich, daB relativ viele Stichproben notwendig
sind, damit die Stichprobeninformation gegeniiber den a-priori
Informationen iliberwiegt. Das gilt insbesondere bei wesent-
lich unterschiedlichen Sch&dtzwerten aus den Stichproben, ge-
geniiber den Parametern der a-priori Verteilung.

3. Numerische Ergebnisse

Die bisherigen Ableitungen sind ausreichend neben der be-
dingten Versagenswahrscheinlichkeit die totale Versagens-
wahrscheinlichkeit nach Gleichung 5, die von grdBerem In-
teresse ist, zu beréchnen. Eine passende Formulierung fiir
die Anwendung der Zuverléssigkeitsmethode 1. Ordnung kann
durch Einfihrung von 25 teilweise abhdngigen - und nicht
normalverteilten Baisisvariablen erhalten werden [6].
Trotzdem bleibt der rechnerische Aufwand betrdchtlich, so
daB weitergehende systematische Untersuchungen an ein-
facheren mechanischen Modellen ausgefiihrt werden sollten.
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Bild 4: Versagenswahrscheinlichkeit in Abh&ngigkeit
verschiedenen Stichprobenumfangs (s. Text)

Bild 4 zeigt die Versagenswahrscheinlichkeit in Abhdngig-
keit des Stichprobenumfangs unter Verwendung der Rechen-
annahmen beziliglich der B&schungsgeometrie und der Feld-
parameter, die in Tabelle 1 zusammengestellt sind.

Fiir dieses Rechenbeispiel ergibt sich die Versagenswahr-
scheinlichkeit bel bekannten Feldparameters zu

P_ = 0(-8) = ¢(-7.544) = 2.3 » 10 4

Sind jedoch die Feldparameter unbekannt, f&#llt die Versa-
genswahrscheinlichkeit als Funktion des Stichprobenumfangs n
von 1.83 107! fiir n = 12 bis auf 8.25 » 10 ° flir n = 120
und erreicht den Grenzwert von 2.3 - 10-14 erst bel sehr
groBer Stichprobenanzahl (n > 500). Dabei war die a-priori
Information iiber die Mittelwerte und Varianzen sehr gering
und auch die Rechteckverteilung im Intervall 4 < § < 24
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enthdlt nur wenig Information ilber den aktuellen Autokorre-
lationsparameter. Die Untersuchung ist auf Werte n > 12 be-
grenzt, da nur flir diese Stichprobenanzahl die Feldparameter
realistisch geschdtzt werden k&nnen. Andererseits ist die
abgeleitete Verteilungsfunktion des Autokorrelationspara-
meters nur asymptotisch richtig. Unterstellt man in der
Praxis eine Wahrscheinlichkeit filir B&schungsbriiche in der
GrdBenordnung von ‘IO—3 bis 10—5, so bedeutet dies, daB die
zur Zeit gliltigen Entwurfsrichtlinien fiir B&éschungen und
die Abschitzung der Bodeneigenschaften auf eine betr&cht-
liche Vorinformation basieren miissen, die etwa einem Stich-
probenumfang von n = 30 bis 100 entsprechen.

Die gestrichelte Linie, gliltig fiir bekannte Autokorrelations-
parameter § jedoch unbekannte Mittelwerte und Varianzen,
zeigt, daB die Kenntnis des Autokorrelationsparameters eine
Verminderung der Versagenswahrscheinlichkeit von etwa einer
Zehnerpotenz bewirkt. Nahezu dieselbe SchluBfolgerung er-
gibt sich, wenn nur die Mittelwerte als unbekannt angenom-
men werden. (vgl. gepunktete Linie) Im Gegensatz dazu zeigt
die strichpunktierte Linie, gerechnet flir unbekannte Vari-
anzen und deterministisch gew&hlte andere Parameter, daB
der Effekt unbekannter Streuungsparameter weniger signifi-
kant ist. Dies 148t sich durch den gilinstigen Effekt der
Mittelbildung ilber die Gleitfldchen erkldren. Daraus folgt,
daB die Unsicherheit iiber den Mittelwert, was der Unsicher-
heit bei der Klassifizierung von Bb&den entspricht, wahr-
scheinlich die dominanhte Unsicherheitsquelle ist; - eine
Beobachtung, die ganz allgemein fir grundbauliche Probleme
gliltig sein diirfte.
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4. Zusammenfassung und SchluBfolgerungen

Die Versagenswahrscheinlichkeit von Bdschungen wurde unter
der Annahme untersucht, daB die Scherparameter Kohdsion und
Reibungswinkel jeweils durch ein unabhéngiges GauB'sches
Zufallsfeld mit gleicher Autokorrelationsfunktion-und un-
sicheren Parameter beschrieben werden kann.

Bezliglich der totalen Versagenswahrscheinlichkeit wurde ge-
zeigt, daB mit zunehmender Information und zunehmendem Stich-
probenumfang zur Schdtzung der Parameter die Versagenswahr-
scheinlichkeit auf den Grenzwert deterministisch bekannter
Parameter hin abnimmt. Eine nichtinformative a-priori In-
formation bedingt daher recht viele Stichproben fiir den Nach-
weis ausreichender Versagenswahrscheinlichkeiten. Unsicher-
heiten der Mittelwerte dominieren im Vergleich zu den Un-
sicherheiten der varianzen und Autokorrelationsparmeter.

Mit Hilfe der gleichen Systematik sind weitere Untersuchun-
gen geplant.

Bild 5: B8schungsgeometrie
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Tabelle 1: Parameter der stochastischen Felder

Reibungswinkel tane

a-priori “Itanw=o'4663 ( =2 tan 250)
Information g'tanw=0.0875 ( == tan 50)
fiir den M tanw=o'4663 ( =2 tan 250) geschitzter Mittelwert
Mittelwert A tanw=1'o m (lag der Beobachtungen)
a-priori a'tanw=3'35585 E[otanw]=o'105
Information Eltanw=34'65104 var[otanw]=0.001225
fiir die o tanw=o'105 geschdtzte Varianz
Varianz

Kohdsion ¢
a-priori u'c = 20. kN/m2
Information o'c = 2. kN/m2
fir den ﬁc = 20. kN/m2 geschdtzter Mittelwert
Mittelwert Ac = 1.0mnm (lag der Beobachtungen),
a-priori a' = 26.123135 (E[C] = 10. kN/m?)
Information B'c = 0.0003940985 (var[c] = 1. kN/mz)
filxr die 6c = 10. kN/m2 geschitzte Varianz
Varianz
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ZUR ANWENDUNG STATISTISCHER METHODEN BEI DER
GEMEINSAMEN VERWENDUNG VON VOR- UND AKTUELLEN
INFORMATIONEN FUR DIE BEMESSUNG VON RAMMPFAHLEN

G.B. Baecher
R. Rackwitz

Der Sicherheitsbeiwert flir die Bemessung auf Vertikal-
lasten bei gerammten Pfihlen hingt von Vorinformationen,
z.B. von Vorhersagen mithilfe von Rammformeln, von auf der
Baustelle ausgefilhrten Probebelastungen sowie von den
Sicherheitsanforderungen unter Beachtung der Wirtschaft-~
lichkeit der Griindungsbauweise ab, Unter Anwendung stati-
stischer Methoden wird der Zusammenhang zwischen Informa-
tionsumfang, Sicherheitsanforderung und Sicherheitsbeiwert
hergestellt, womit eine Verbesserung der derzeitigen Be-
messungsregeln mbglich ist. Es wird unterschieden zwischen
allgemeiner Unsicherhelt ilber die Tragf#higkeit und der
jewells baustellenspezifischen Streuung der Tragfihig-
keiten., Diagramme zeigen den Sicherheitsbeiwert fir vor-
gegebene Sicherheitsindizes in Abhingigkeit von der An-
zahl der Probebelastungen und ihrem Ergebnis.
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1. Vorbemerkung

Viele Bereiche des Grundbaus, aber auch des konstruktiven
Ingenieur-Baus entziehen sich direkter analytischer Behand-
lung. Die Griinde sind vielfdltig. Meist fehlt ein erprobtes
mechanisches Modell. Aber selbst, wenn ein solches vorliegt

und mit vertretbarem Aufwand angewendet werden kann, mangelt

es hdufig an ausreichenden Kenntnissen {iber die aktuellen
EingangsgrdBen. Dann helfen nur Versuche, die, da ihre Zahl

aus wirtschaftlichen Griinden klein bzw. sehr klein gehalten
werden muB, mit gréB8ter Sorgfalt zu interpretieren sind. Aus
statistischer Sicht sind ein, zwei oder drei Versuche nahezu
wertlos, wenn nicht zusédtzliche Informationen eingebracht wer-
den k&nnen. Die Frage, wie dies geschehen kann und wie die
Auswirkungen verschiedenen Informationsumfangs auf Sicherheits-
elemente, wie z. B. Sicherheitsbeiwerte oder zuldssige Bean-
spruchbarkeiten, treffend und nachvollziehbar abgeschdtzt wer-
den k&nnen, ist jlingst durch die Einflihrung statistischer bzw.
wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden bei der Bestimmung
der Zuverldssigkeit von Bauwerken in den Vordergrund des Inter-
esses vieler Praktiker gerilickt; gilt es doch eine Antwort da-
rauf zu finden, ob individuelle Ingenieurerfahrung, Richtwerte
in Normen, falls solche lberhaupt vorliegen, und aktuelle Be-
obachtungen in einheitlicher Sprache ausgedriickt und mit dem
richtigen Gewicht bei der Bemessungsentscheildung beriicksichtigt
werden kdnnen. Etn Schlissel zur L&sung dieser Frage ist der
Bayessche Satz der Wahrscheinlichkeitstheorie - zumindest nach
Meinung jener, die Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie
Uberhaupt als eilne geeignete Grundlage filir die Behandlung der
unvermeidbaren Unsicherheiten beim Entwurf von Bauwerken an-
erkennen. Allerdings steht die Anwendung des Bayesschen Satzes:
bzw., der auf ihm beruhenden Entscheidungstheorie,auf Bauinge-
nieurprobleme, im Gegensatz zu anderen Bereichen, wie der
Ukonometrie oder der Kontrolltheorie fiir Steuerungssysteme, noch
in den Anf&ngen. Nachfolgend soll am Beispiel der Bemessung

von Rammpfdhlen aufgrund von Versuchen eine Anwendung des
Bayesschen Satzes gezeigt werden - u. a. auch in der Hoffnung,
damit &hnliche Studien auf anderen Gebieten anzuregen.
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2. Einfihrung

Wenige Probleme des Grundbaus haben mehr Aufmerksamkeit auf
sich gezogen als die Vorhersage der Tragf#higkeit von Pf&hlen.
Trotzdem bleiben Vorhersagen relativ unsicher. Die Bemessung
von Pfahlgriindungen beruht deshalb im wesentlichen auf wenigen
vor Ort ausgefilhrten Tragfihigkeitsversuchen. Tatsdchlich lie-
gen aber eine ganze Reihe weiterer indirekter Vorhersagemetho-
den vor. Hierzu gehdren sogenannte Rammformeln, die auf die
eine oder andere Weise und in unterschiedlichem Grad durch
Versuche verifiziert bzw. an ihnen geeicht werden koénnen. Am
hdufigsten werden Formeln verwendet, die auf Energiebetrachtungen
beruhen (siehe z.B. /8/). Obwohl im allgemeinen keine straffe
Korrelation zwischen so vorhergesagten und beobachteten Trag-
fihigkeiten besteht, k&nnen Rammformeln wichtige Hinweise
liefern.

Zur Vorhersage wurden auch erdstatische Verfahren vorgeschlagen
{(vgl. z.B. /11/). Weiter erlauben Beziehungen zwischen Pfahl-
tragfdhigkeit und vor Ort ausgefiilhrte Baugrunduntersuchungen,
zum Beispiel Sondierungen oder sogar Bohrungen, Vorhersagen.
SchlieBlich kénnen verschiedene Vorhersagemethoden kombiniert
werden. Eine grundsdtzliche Frage ist deshalb, wie Informationen
verschiedenen Umfangs und Ursprungs in logisch konsistenter
Weise vereinigt werden k&nnen. Die Untersuchung dexr hierbei auf-
tretenden statistischen Aspekte ist Gegenstand dieser Abhand-
lung. Dabei wird von Tragfdhigkeitsversuchen als direkte Beob-
achtungen und als Beispiel fiir indirekte Informationen, von
Vorhersagen aus Rammformeln ausgegangen.

Vom statistischen Gesicﬁtspunkt aus liegt, wie erwdhnt, in ein,
zwel oder vielleicht auch drei Versuchen noch wenig Information.
Vorxaussagen aufgrund so weniger Versuche erfordern in der Tat
die Hinzuziehungvon frilheren Erfahrungen bei anderen Baustellen
und, wenn auch meist unausgesprochen, die Ausnlitzung semi-empi-
rischer Formeln, deren Anwendbarkeit filir jeden Einzelfall ge-
sichert sein muB.

Im nachfolgenden werden die in den einschlédgigen DIN-Normen
angegebenen Sicherheitsbeiwerte in ihrer Beziehung zu Trag-

fahigkeitsversuchen untersucht /2/. Letzteren wird derzeit
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betrdchtliche Bedeutung eingerdumt. Dabei ist der Sicher-
heitsfaktor von der Anzahl der Versuche abh&dngig. Semi-empi-
rische dynamische Voraussageformeln sind nur zugelassen, wenn
sie durch Versuche dberprift wurden. Andere analytische Metho-
den sind nicht erlaubt.

Die Untersuchungen beschrédnken sich auf gerammte

Einzelpfdhle in reinen Reibungsb&den. Die Grinde flir diese
Einschrédnkung liegen auf der Hand. Einerseits k&nnen ganze
Pfahlgruppen wegen der hohen erforderlichen Lasten h&chst sel-
ten durch Versuche Uberprift werden, Deswegen miissen Aussagen
Uber die Tragfdhigkeit ganzer Pfahlgruppen iber Modellversuche,
analytische Ansédtze oder auch aus der Erfahrung heraus gewon-
nen werden. Da jedoch auch DIN 4026 nur etwas iiber die Trag-
fihigkeit von Einzelpfdhlen aussagt, erscheint dies keine
wesentliche Einengung der Studie, zumal so das statistische Problem
gewisse Einfachheit aber auch Verallgemeinerungsfidhigkeit behdlt.
Pfihle in Kohdsionsbdden sollen ebenfalls aus der Betrachtung
ausgeschlossen sein, weil Uber sie weit weniger, und nicht im-
mer eindeutige Information vorliegt (siehe z. B. /7/). Zus&tz-
liche Komponenten, wie Einfllisse aus dem Herstellungsvorgang,
die Zeit des Versuchs nach dem Rammen oder die Belastungsge-
schwindigkeit miiBten zudem zus&tzlich beriicksichtigt werden.
Fliir die Probebelastungen an gerammten Einzelpfdhlen in Rei-
bungsbdden wird natlirlich unterstellt, da8 sie ordnungsgemdB
ausgefihrt sind und daB insbesondere eine eindeutige Definition
der Tragfdhigkeit unter Zuhilfenahme der Lastsetzungslinie vor-
liegt.

Die Aufgabe der Voraussage der Pfahltragfdhigkeit aus Probebe-
lastungen und Rammformeln ist aus statistischer Sicht im Ge-
gensatz zu anderen geotechnischen Zuverlissigkeitsproblemen
relativ einfach, da es sich im wesentlichen um Auswertung und
Vergleich direkt gemessener Grdfen handelt und auf weitere An-
nahmen verzichtet werden kann. Es erscheint jedoch angebracht,
vorab die Rolle des Zufalls filir das vorliegende Problem etwas
zu beleuchten. Unterschiede zwischen mehreren Probebelastungen
riihren grundsédtzlich von ganz bestimmten Verdnderungen im Pfahl
oder im umgebenden Boden her. Wiren diese Verdnderungen bekannt,
kénnte die Tragfdhigkeit filir jeden Pfahl - unter einigen wei-
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teren Voraussetzungen - wohl exakt vorherbestimmt werden.
Jedoch, das Wissen um ursidchliche Zusammenhdnge ist wenig
hilfreich, wenn die aktuelle Gr&Se dieser Ursachen zur Zeit
der Voraussage mehr oder weniger unbekannt ist. Statistische
Methoden k8nnen da entscheidend helfen. Die Wahrscheinlichkei-
ten, die dabei auftreten, sind jedoch weniger MaBe flir den in
der Natur wirksamen oder postulierten Zufall. Vielmehr sind
sie ein MaB fiir Unkenntnis. Ihre wesentliche Funktion ist, 1o-
gische Konsistenz zwischen der Kodierung von Vorinformation,
Beobachtungen und Voraussagen herzustellen.

In einer ganzen Reihe von Untersuchungen wurden Daten iiber die
Korrelation zwischen Tragfdhigkeiten und Schétzungen mithilfe
dynamischer (und auch statischer) Formeln zusammengestellt
(siehe z. B. /4/, /9/, /13/). Eilne umfassende Ubersicht lie=-
ferte kiirzlich Rollberg /16/. Im allgemeinen wurde versucht,
iber Regressionsrechnungen Probebelastung und Rammformelvor-
hersage in Beziehung zu setzen. Leung/9%/ verwendete erstmals
dle sogenannte Bayessche Regressionsrechnung. Daneben wurde hidu-
fig versucht, dem Verhdltnis aus beobachteten Tragfdhigkeiten
und jenen aus Rammformeln geschdtzten Werten eine Verteilung
anzupassen., Leung wies welter darauf hin, daB8 die Voraussage-
fehler verschiedener Rammformeln relativ hoch korreliert zu
sein scheinen.

Die ohne Zweifel bedeutendsten Arbeiten iliber statistische Vor-
hersagen von Rammpfahltragfihigkeiten legte Kay vor /6, 7/.

Im Rahmen einer Bayesschen Betrachtung verschirft er ausge-
hend von einer a priori Verteilung fiir die mittlere Pfahltrag-
fdhigkeit sowle der Streuung der Tragfdhigkeilten innerhalb
einer Baustelle mithilfé von Probebelastungen die Aussage iber
die Verteilung der tatsédchlichen Tragfihigkeiten. Hieraus ent-
wickelt er Diagramme flir den Sicherheitsbeiwert flir vorgegebene
Sicherheitsindizes in Abh&ngigkeit von der Anzahl der Probe-
belastungen. Der Sicherheitsindex ist dort, wie folgt, definiert.

ElQ) - g0
D[R]

(1)

Es ist Q die Tragfdhigkeit, 9, eine nicht streuende Belastung,
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E[.] der Erwartungswert und D[.] die Standardabweichung von

Q. Die a priori Verteilung flir das Mittel der Tragfdhigkeit
ist bei Kay genau jene Verteilung, die aufgrund gewisser
Rammformeln erhalten wird. Diese Verteilung wurde aus sdmtli-
chen ihm zur Verfiigung stehenden Daten abgeschdtzt. Die
Streuung innerhalb einer Baustelle wurde als Punktsch&tzung
aus einer Relhe von geeigneten Beobachtungsreihen bestimmt und

dann fiir jede Baustelle konstant und gleich angenommen. Ein
Uberraschendes Ergebnis seiner Untersuchungen ist, daB8 bei
gegebenem Sicherheitsindex der Sicherheitsfaktor, definiert als:

.. Elal 2
?D
nur von der Anzahl der Probebelastungen und nicht von ihrem
Ergebnis abhdngt.
Kays Untersuchungen stellen den Ausgangspunkt fir die folgenden
Ausflihrungen dar. Einige seiner Vereinfachungen sollen in dieser
Arbeit jedoch aufgehoben werden. Zundchst soll bericksichtigt
werden, daB die Daten iiber mittlere beobachtete und iUber Ramm-
formeln bestimmte Tragfihigkeiten auch die Baustellenstreuung
beinhalten. Sie k&nnen daher nicht unver&dndert flir die Bestim-
mung der a priori Verteilung des Mittels verwendet werden. Die
Baustellenstreuung ist samit von der globalen Streuung abzuzie-
hen. Einzelheiten iliber eine geeignete Methode werden noch vor-
gestellt., Weiter wurde in /6/ die Baustellenstreuung aus Daten
verschiedener Baustellen ermittelt, die ihrerseits nun mehr als
56 % voneinander abweichen. Somit ist - was auch geologisch
einleuchtend ist - anzunehmen, daB8 die Baustellenstreuung
selbst eine Zufallsvariable ist. Es wird sich zeigen, dag
Kays Feststellung, daB8 der erforderliche Sicherheltsfaktor
nur vom Stichprobenumfang abhidngt, nur deswegen méglich war,
well die Baustellenstreuung als bekannt angenommen worden war.

SchlieBlich seien noch zwei neuere statistische Arbeiten /10/
und /17/ genannt, deren Ergebnisse hier jedoch nicht verwendet

werden,
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3. Vorinformationen

Fiir die Ermittlung der die Vorinformation quantifizierenden
GrdBen stehen alle ilber Probebelastungen und {iber Rammformeln
bestimmte Tragfdhigkeiten sowie die Ergebnisse mehrfacher Probe-
belastungen auf einzelnen Baustellen zur Verfligung. Beispiele
fiir Pf4hle in Sand zeigen die Bilder 1 bis 3 (/4, 13, 16/).

vVon den vorgeschlagenen Rammformeln werden nachstehend nur die
Formel von Janbu und die "d3#nische" Formel, die sich im lbrigen
sehr #hnlich sind und die kleinsten Vorhersagefehler zu be-
sitzen scheinen, weiter verwendet (siehe hierzu insbesondere
/16/) .

Flir die Formel von Janbu zeigt Bild 4 die empirische Verteilung
des Logarithmus des Verhdltnisses von beobachteten und berech-
neten Tragfihigkeiten. Wie bereits von Kay festgestellt, ist
dieses Verh#dltnis offenbar in guter Niherung normalverteilt,
wovon man sich durch klassische statistische Anpassungstests
iiberzeugen kann. Eine weitere Diskussion dieses Bildes erilbrigt
sich, da hierfir bereits reichhaltige Literatur vorliegt.

Fiir Vorinformationen Uber die Baustellenstreuung sind mehrfache
Probebelastungen auf einer Baustelle maBgebend. AuBer den Da-
ten von Kay wurden fiir Bild 5 noch jene aus /3/ und /14/ ver-
wendet. Die Streuung wurde hier als Prézisiog'h des Logarith-
mus der Pfahltragfdhigkeit, also als Reziprok der Baustellen-
varianz der logarithmierten Werte h = 1/61 eingeflihrt.

4. Theoretische Grundlagen

4.1 Die Praddiktorverteilung der Pfahltragfdhigkeit
Wir wenden nun die bekannten Resultate der Bayesschen Sta-

tistik an. Die a priori Dichte der mittleren Tragfidhigkeit
und der Baustellenprézision kann aus den Angaben des vorange-
gangenen Bbschnittes abgeleitet werden. Ergebnisse der Probe-
belastungen werden als bedingte Dichte (unter der Bedingung
eines Mittelwertes und der Baustellenpridzision) in der soge-
nannten Likelihoodfunktion zusammengefaSt. Mithilfe des Bayes-
schen Satzes werden beide Informationen zur a posteriori

#) Der Begriff 'Prdzision' findet sich in /15/. Seine Verwen-

dung und Interpretation bedarf grofter Sorgfalt. Hier wird
er aus rechentechnischen Griinden benilitzt.
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Dichte kombiniert. Diese ist dann Ausgangspunkt fiir die Prd-
diktordichte der Pfahltragfdhigkeit.

Eine geeignete Form des Bayesschen Satzes, dessen linke Seite
bereits die a posteriori Dichte darstellt, ist nachstehend an-

gegeben:

£'(elpz) = v £1@[p) L (&]0) (3)

worin N eine normalisierende Konstante, f'(@/D) die a priori
Dichte des Parameterverktors & und L(z/9) die Likelihoodfunk-
tion der Probebelastungen z = (z1,22,...zn) ist. Unter D seien
die Daten filir die Ableitung der Parameter der a priori Dichte
verstanden. Die Prddiktordichte flir einen Vektor Y = (y1,y2,...yn)
zuklinftiger Auspré@gungen wird dann durch Integration iiber den

Parametervektor @ gewonnen.

ftylnz) = [£(yl0) £'(g]D2)dl O @)
2

Bild 4 zeigte, daB das Verhdltnis von beobachteten zu mit der
Rammformel von Janbu bestimmten Tragfdhigkeiten in guter N&he-
rung log-normalverteilt ist. Dieselbe Annahme sei nun auch fir
die Ergebnisse der Probebelastungen auf einer bestimmten Bau-
stelle gemacht. Zumindest widersprechen die zur Verifizierung
einer solchen Annahme zur Verfligung stehenden Daten, ndmlich
genau jene, die auch fiir Bild 5 verwendet wurden, dieser An-
nahme nicht. Mithin gilt filr den Logarithmus der Tragf#higkeit
R = logR die Normalverteilung mit dem Mittelwert/u und der
Standardabweichung G, Damit k&nnen die Rechnungen nach Gl. (3)
bzw. (4) wesentlich vereinfacht werden, da unter diesen Um-
stdnden die a posteriori Dichte von © = s/oe‘) nach Beobachtung
von z vom gleichen Typus wie die empirische a priori Dichte
nach Beobachtung von D wird, wenn vorher beziglich der Lage von
M und Zz'keine Pridferenzen ausgedriickt wurden, und somit die
Ausgangsverteilung ffir © als nicht-informativ (diffus) genommen
wurde. In diesem Fall heiBft die a posteriori Dichte eine na-
tirliche Xonjugierte der Likelihoodfunktion /5, 15/. Die Vertei-
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lung von (M,Z}) ist dann, wie die a priori Verteilung eine
sogenannte Normal-Invertierte Gamma-Verteilung.

In der Regel wird angenommen, daB Informationen iiber M und

Z aus der gleichen Stichprobe stammen. Im vorliegenden Fall
wird die a priori Information fiixr M jedoch aus der Janbu-For-
mel gewonnen, die Information ilber £ stammt dagegen aus mehr-
fachen Probebelastungen auf Baustellen.

Eine a priori Dichte vom Normal-Invertiert-Gamma Typ, die die-

sen Sachverhalt widerspiegelt, ist /15/:

-f'(/u, h) o< L”zmp[- % h n'(/u-/u')z]c«p[-glvv'u'] (5)

[

worin n dquivalenter a priori Stichprobenumfang

fiir den Mittelwert von R
t

/a = a priori Mittelwert von R
1}
h%

dquivalenter a priori Stichprobenumfang
der Prdzision H

]

[

v

a priori Lageparameter von H

Man beachte, dafA H = 1/Z' gilt. Eine neue Stichprobe,
r = (r1,r2,...r }, also z. B, die Ergebnisse der Probebelastun-

gen mit den Parametern (n, r, s ), wobei

3

Z 5 72 (6)

und sS=2 Z(r F)- ’—’ ) (bog%~7)" (7

rq

[ 4]
— A
o= — 2; L
no e

sowie v =n--"1 (8)

fiihrt zur a posteriorxi Dichte
4"9«-1117‘)“ N exp[ Ln{/‘ w)t]x

" (9)
/,ﬂz(v i ex,o[~2hv o ]

Darin sind

n = n + »n (10)
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/u”: (HF-J-M/I“,)/M“ (11)

v n+v' (12)

r /2 T

noon
H ot ! z v
= n v -~ M 13
Uy VU +VSs ¢ /4 y (13)

Die Pr&diktorverteilung von R wird schlieBlich nach (4) zu
(siehe Anhang)

Flelp,D)oc [1 = 25 (v-p')] (14)

bestimmt. Das ist eine Studentsche t-Verteilung mit dem Frei-
heitsgrad v" und sonstigen Parametern/p"“ und

n

" n (15)
61".’4) U"

4.2 Sicherheitsbeiwerte

Es 1ist derzeit iiblich /18/, anstatt die Zuverldssigkeit von
Tragkonstruktionen direkt aus Kosten-Nutzen-Betrachtungen zu
bestimmen, vereinfachend Zuverldssigkeitsklassen anzugeben,
die die Nutzen-Kosten-Aspekte jeder Bemessungsentscheidung zu-
mindest in grober Ndherung erfassen. Maf der Zuverldssigkeit ist
dabei der Sicherheitsindex oder eine "operative" Versagens-
wahrscheinlichkeit. Diese Zuverldssigkeitsmafe haben gegen-
Uber dem klassischen Sicherheitsbelwert den Vorteil, daB sie
den EinfluB der Unsicherheiten bei Voraussagen mit erfassen
kdnnen. Die Probleme expliziter Quantifizierung und Gewich-

tung von erwartetem Nutzen und Kosten werden in der Regel
durch Kalibration an bestehenden Bemessungsregeln umgangen.
Der Sicherheitsindex nach Gl. (1) hat, wie z. B. in /1/ aus-
fiihrlich diskutiert, allerdings eine Reihe von Nachteilen.

Er beruht u. a. nur auf dep Kenntnis von ersten und zweiten
statistischen Momenten der unsicheren Gr&B8e und berilicksichtigt
daher das tatsdchliche Verteilungsgesetz nur ndherungsweise.



-97-

Einige andere, bei sonstigen Anwendungen maBgebende Nach-
teile sind hier nicht von Interesse. In Ubereinstimmung mit
/19/ sel daher als Definition

p--7(7) e

gesetzt d h. der Sicherheitsindex /3 ist jene Variable, die
sich ausVInversen der Normalverteilung filr die "wahre" Versa-
genswahrscheinlichkeit ergibt. Im vorliegenden Falle ist es
leicht méglich, mit diesem Konzept einen neuen Sicherheitsin-

dex zu definieren, d. h,:

gS(= 0—7%1:7L =‘TV-'-'1 (P‘) (17

Tv(.) ist darin die bereits eingefilhrte Studentsche t-Verteilung.
Bild 6 veranschaulicht diesen Zusammenhang. Bild 6awertet ihn
nume'r:l.sch aus. Man erkennt, daB besonders fiir kleine P,:(I)(-B)"B‘z
und q:nach Gl. (1) und mit der Annahme normalverteilter Werte

Q merklich voneinander abweichen k&nnen. Aus Gl. (17) folgt

-4 "~ "
- - . [ 18
LI B L
Hieraus wird der Sicherheitsbeiwert dann nach
F:loqo (19)

bestimmt.

5. Numerische Ergebnisse

Bei der Auswertung der Bild 4 zugrundliegenden Beobachtungen
(Janbus Formel) errechnet man einen Mittelwert von 0.016 und
eine Varianz von 0.027 fiir R. Natiirlich h&tte man auch jede
andere Rammformel nehmen k8nnen. Die ddnische Formel erbringt
nahezu die gleichen Parameter. Andere Formeln ergeben z., T.
merklich schlechtere, weil diffusere Information.
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Die Dichteverteilung der Baustellenprédzision wurde bereits
in Bild 5 dargestellt und soll entsprechend Abschnitt 4.1
als gammaverteilt angenommen werden. Zwel Verteilungen sollen
in Betracht gezogen werden, und zwar eine, welche s&mtliche
16 Baustellen (¢ = 8.5, y'= 0.015) berlicksichtigt, und eine
andere, bei der die drei Baustellen mit der h&chsten Prézision
weggelassen sind (v'= 20,v'= 0.016) . Die Parameter ( ¢’ v
werden jeweils aus den ersten belden Momenten der empirischen
Verteilung geschidtzt. Leider ist eine solche Schdtzung sta-
tistisch wenig effizient.
Den Umfang n' einer &guivalenten Stichprobe flir den Mittel-
wert der Tragfihigkeit kann man durch dhnliche Uberlegungen
erhalten, die auch zu Gl. (14) ftihrten. In den Daten flir
Bild 4 sind, wile mehrfach erwdhnt, die Baustellenstreuungen
enthalten. Aus ihrer Verteilung kann aber eine Priddiktorver-
teilung abgeleitet werden, die dann gilt, wenn noch keine Pro-
bebelastungen ausgefiihrt wurden. Sie ist ebenfalls eilne Stu-
dentvertellung mit den Parametern/a', v'und h' = n'/['(n'+1)u']
und besitzt die Varianz ,

Var [R] =l v (v-2)"
Die beobachtete Varianz war 0.027. Daher ergibt sich filir die
erste obengenannte Verteilung fir die Baustellenprdzision n' = 2.
und fir die zwelte Verteilung n' = 1.9. Man beachte die re-
lativ kleinen Stichprobenumfdnge, die letztlich ausdricken,
daB die Vorinformation nicht sehr scharf i1st. Je mehr sich an-
dererseits die globale Pridzision der Baustellenprédzision (von
oben her) ndhert, umso kleiner wird n'.
Wenn nun Probebelastungen tiber Gl. (3) bzw. Gl., (10) - (13)
berlicksichtigt werden, so wird das a posteriori Mitte%/u"
gr8fRer oder kleiner als das a priori Mittel y&4', je nachdem
¥ gréper oder kleiner als/u' ausfdllt. Ebenso sinkt die a post-
eriori Varianz fiir R, wenn F ungefihr dem a priori Mittel ent-
spricht, und wdchst mit der Differenz IF-:/U'I . Ein Wert
1= 3 bedeutet daher, daB gleichzeltig a posteriori Mittel
und Varianz gr6B8er werden. Folglich muf auch der Sicherheits-

r

beiwert vom Versuchsergebnis abhdngen.
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Bild 7 veranschaulicht den Sicherheitsbeiwert fiir eine Vor-
aussage nach der Janbu-Formel fiir verschiedene Sicherheits-
indizes in Abh#dngigkeit vom Ergebnis einer einzigen Probebe-
lastung. Dabei wurde die stark streuende Verteilung fiir H

nach Bild 5 gewdhlt, Bleibt der Versuch unter der Vorhersage
(8. h. r € 1), so muB der Sicherheitsbeiwert gegeniiber dem-
jenigen erh8ht werden, der vor dem Verxsuch galt.

Fdllt der Versuch jedoch wesentlich besser als die Rammformel-
vorhersage aus, so muB der Sicherheitsbeiwert ebenfalls er-
h8ht werden. Das erscheint zunidchst unverstidndlich, kann aber
erklirt werden. Der Zuwachs deutet darauf hin, dag die Rammfor-
mel wesentlich weniger wirklichkeitsnah vorhersagt als urspriing-
lich erwartet. Da die Verteilung der Baustellenvarianz jedoch
weit ausschwingt, ist der einzelne Versuch nicht informativ ge-
nug, um ausreichend zu belegen, daB die tatsdchliche mittlere
Tragfdhigkeit mit dem Versuch {ibereinstimmt. Deshalb ist der
Sicherheitsbeiwert zu erho&hen.

Wird hingegen die Baustellenprdzision als weniger streuend an-
genommen (durchgezogene Linie in Bild 5), so sieht man, das
nunmehr jede Probebelastung bereits deutlich die Gesamtinfor-
mation verbessert (vgl. Bild 8).

In den Bildern 9 und 10 findet man entsprechende Ergebnisse
fiir zwel und drei Probebelastungen., In beiden Bildern ist auf
der Abszisse das geometrische Mittel der Ergebnisse r, aufge-
tragen. Der Sicherheitsindex ist konstant gleich 2. Natiirlich
ist in diesem Fall nicht nur das "mittlere" Ergebnis von Be-
deutung, sondern auch die Streuung der Einzelwerte. Sie gibt
AufschluB lber die tatsdchliche Baustellenvarianz. Flir Bild 9
wurde als MaB fiir die Streuung das Verh#iltnis & = r1/r2 ge-—
wdhlt, wdhrend in Bild 10 die Summe der quadrierten logarith-
mierten Abweichungen s = Zlfﬁ-?fgenommen wurde. Die Bilder
stimmen qualitativ mit Bild 8 Uberein. Zusdtzlich erkennt man,
daB der Sicherheitsbeiwert F mit der Streuung zwischen den
Versuchen wédchst.

6. Diskussion der Ergebnisse

Die Ergebnisse der Bilder 8 bis 9 entsprechen ganz offensicht-
lich unserer Erwartung. Sehr gute Versuchsergebnisse erm&gli-
chen eine Erniedrigung des Sicherheitsfaktors und umgekehrt.
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GroBere Streuung der Versuchsergebnisse filhrt zur Erh8hung des
Sicherheitsfaktors, da eine solche grdBere Unsicherheit im
Mittelwert und fiir die Baustellenstreuung vermuten l&8t.

Zum Vergleich sind in Bild 8 auch jene Sicherheitsfaktoren an-
gegeben, die ohne Probebelastungen unter sonst gleichen Ver-
hdltnissen notwendig w&ren. Die gestrichelte Linie deutet die
Grenze zwischen Erhdhungen und Erniedrigungen von F als Funk-
tion von r und 3 an.

Interessant ist ferner der Vergleich der hier gefundenen Resul-
tate mit den Festlegungen in DIN 1054 bzw. DIN 4026. Letztere
sind in Tabelle 1 zusammengefaBt. Dabei ist nochmals hervorzu-
heben, daB8 die deutschen Bestimmungen Rammformeln nur zulassen,
wenn lhre Giiltigkeit vorher durch Versuche iiberpriift wurde.

Tabelle 1: Sicherheitsfaktoren nach DIN 1054 und zuver-
lassigkeitstheoretischen Untersuchungen

Anzahl der Sicherheits- Sicherheitsfak~-
Probebe- faktor nach toren fir 8=
lastungen DIN 2 1.75 1.5 1.0
Lastfall 1 1 2.00 2.05
2 1.75 1.95
3 1.75 1.90
Lastfall 2 1 1.75 1.84
2 1.50 1.75
3 1.50 1.65
Lastfall 3 1 1.50 1.67 ] 1.40
2 1.30 1.50( 1.30
3 1.30 1.35| 1.15

Die berechneten Werte gelten grundsitzlich fiir r = 1. Bild 11

zelgt noch die Reduktion des Sicherheitsfaktors unter der Vor-
aussetzung, daBfd = 2 und daBd = s = 0. Die letztgenannte Vor-
aussetzung ist der giinstigste Extremfall. Die Abbildung deutet
weiter darauf hin, daB man mit zunehmender Anzahl von Probebe-

lastungen immer weniger an zusdtzlichen Informationen gewinnt.
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Es erscheint verfriiht, die Festlegungen ausfiihrlicher mit

den Rechenergebnissen zu vergleichen. Hier wére vor allem
eine im Lichte der neuen Sicherheitstheorie gliltige Defini-
tion der Lastfdlle zu erdrtern. Die Abnahme der Faktoren mit
dem Lastfall erscheint im Angesicht der Rechenergebnisse nicht
hinreichend begriindet. Auch ist der von DIN 1054 angesetzte
Zugewinn an Information bei Probebelastungen wohl zu hoch an-
gesetzt, Eine umfassendere Diskussion dieser Fragen ist

zu einem spdteren Zeitpunkt vorgesehen.

Bemerkenswert erscheint ferner, daB Kays /6/ Untersuchungen
fast durchwegs zu hdheren Sicherheitsfaktoren fihrten. Das
natiirlich liegt an der dort zu groBf angenommenen Unsicherheit
iber das a priori Mittel. Die hier gemachte unglinstige An-
nahme nicht-deterministischer Baustellenstreuung wiegt die

zu konservative erste Annahme nicht auf.

7. Offene Fragen

Die vorliegende Untersuchung hatte in erster Linie zum Ziel,
die Anwendung des Bayesschen Satzes bei der Verarbeitung ver-
schiedener Informationsquellen zu demonstrieren. Hierzu muB-
ten ein}ge klassische Ans#dtze modifiziert bzw. verallgemei-
nert werden. Trotzdem scheint es, daB, selbst wenn nicht je-
der Spezialfall in der Bayesschen Statistik fir normalverteil-
te Variable bisher eine einfache L&sung fand, die wesentlichen
Probleme geldst sind.

Das verwendete Beispiel warf jedoch eine ganze Reihe von Fra-
gen auf, die bald angegangen werden sollten.

Die grdfte Unsicherheit in den Eingangsparametern der vorste-
henden Erdrterungen besteht offensichtlich liber die Baustel-
lenstreuung. Mehr und systematischer aufbereitete Daten, die
ohne Zweifel auch schon vorhanden, aber irgendwo vergraben
sind, wdren wiinschenswert. In diesem Zusammenhang sollte auch
der EinfluB von qualitativen und quantitativen Baugrunderkun-
dungen auf die Baustellenvarianz untersucht werden.

Unklar scheint auch noch die Auswirkung der Festlegung, daB
nach den deutschen Bestimmungen Rammformeln durch Versuche ve-
rifiziert werden missen. Werden diese nicht nur verifiziert,
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sondern gleichzeitig auch kalibriert, so dlirfte sich dies im
Sinne einer Verkleinerung der Vorhersagevarianz der Rammfor-

mel auswirken.

Die Untersuchungen setzten voraus, daB die Tragfihigkeit als
sogenannte Grenzlast bei jeder Probebelastung eindeutig be-
stimmbar ist. In der Praxis ist dies durchaus nicht die Regel.
H&ufig kann aus technischen Grilinden diese Grenzlast nicht er-
reicht werden, oder man bleibt absichtlich unter dieser Grenz-
last, z. B. um den betreffenden Pfahl in der Griindung als voll
mitwirkend in Rechnung stellen zu k¥nnen. Dann tritt eine Extra-
polationsaufgabe auf, die im Prinzip mit den Methoden der
Bayesschen Regressionstheorie geldst werden kann. Bei der wei-
teren Verarbeitung solcher Versuchsergebnisse ist aber die Tat-
sache zu berlicksichtigen, daB es sich hierbei um zensierte,
weniger informative Beobachtungen handelt.

Schlieflich bedarf eine wichtige methodische Frage ndherer
Untersuchung. Sie ist von allgemeiner Bedeutung. Normen geben
h&ufig aus der Erfahrung heraus gewonnene, im allgemeinen
konservative (?) zuldssige Belastungen an. Ihr Ansatz setzt
meist die Erfiillung einer Reihe von Bedingungen voraus. Es

liegt nahe anzunehmen, daB in solchen Angaben wichtige Vor-
information steckt, wenngleich in diesem Zusammenhang un-
bekannt bleibt, wie sle statistisch zu werten ist. Formale
Anwendung der Bayesschen Methoden auf die in DIN 4026 ange-
gebenen zuldssigen Traglasten filhrt z.B. auf derzeit nicht deut-
bare Widerspriiche. Es scheint als ob die angegebenen Trag-
lasten eher als Mittelwerte aufzufassen sind. Das im einzelnen
aufzukldren, muB weiteren Arbeiten vorbehalten bleiben. Grund-
sdtzlich aber ist offen, wie der Informationsgehalt solcher
Angaben im Nachhinein quantifiziert werden kann. Umgekehrt ist
aber im Hinblick auf eine breitere Anwendung des vorgestellten
Konzeptes von zukiinftigen Normen zu fordern, daf sie neben der-
artigen zuldssigen Werten auch mitteilen, welche Unter- (Uber-)
schreitungswahrscheinlichkeiten diesen zukommen und welche em-
pirische (gegebenenfalls subjektiv moedifizierte) Verteilung von

Beobachtungen den Festlegungen zugrunde lag.



-103-

8. SchluBfolgerungen

Die vorgeschlagene Methode, Vorinformationen bei der Wahl des
Sicherheitsfaktors fiir Rammpfahltragfihigkeiten zu berilicksich-
tigen, stellt ein logisch einwandfreies und einfach anzuwen-

dendes Hilfsmittel dar, die Ergebnisse von Probebelastungen
im Hinblick auf die Bemessung zu beurteilen, sowie ilber den

Wert neuer Probebelastungen zu entscheiden.

Die bisher erhaltenen numerischen Ergebnisse fallen durchaus

in den von den deutschen Bestimmungen gesteckten Rahmen.

Werden Probebelastungen ausgefidhrt, die Voraussagen aufgrund
guter Rammformeln (z. B. jener von Janbu) verifizieren, so
kdnnen die Sicherheitsbeiwerte bei einem Versuch um 5 bis 10%,
bei einem zweiten Versuch um weitere 5 bis 10% erniedrigt wer-
den.

Es erscheint mdglich, weitere Vorinformationen aus anderen
Quellen, wie z. B. Sondierungen, heranzuziehen. Ebenso er-
scheint es mdglich, Probebelastungen im Sinne zensierter Be-
obachtungen mit oder ohne "Meffehler", die bei der Bestimmung
der Grenzlast aus der Lastsetzungslinie in Probebelastungen
enstehen kdnnen, zu beriicksichtigen. Es handelt sich aber auch
dann um Betrachtungen, in denen verschiedene empirische Infor-
mationen in logisch konsistenter und einfacher Weise zusammen-
gefaBt werden.

Die Erdrterungen erfolgten am Beispiel der Vorhersage der Trag-
fdhigkeiten von Rammpf&hlen, in Verbindung mit Rammformeln.
Abschliefend sei aber betont, daB der allgemeine methodische
Ansatz bei entsprechender Modifizierung ganz generell, etwa fiir
Vorhersagen fiir Bohrpfédhle, filir Erdanker oder filir andere Bau-
teile des konstruktiven Ingenieurbaus gilt und vor allem, daB
jede andere Vorinformation als solche aus Rammformeln in diesem

Rahmen verwendet werden kann.
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Ergdnzung

Die Untersuchungen {iber die im vorstehenden berichtet wurde,
wurden im Frithjahr 1980 abgeschlossen und anschlieBend noch
in verschiedener Richtung erg#nzt. Hieriiber gibt [20] Aus-
kunft. Insbesondere wurden die a priori Annahmen durch Hin-
zunahme erweiterten Datenmaterials und verbesserter Aus-
wertemethoden verschirft und andere Vorhersagemethoden, z.T.
in Kombination, angewandt. Weitere Ergebnisse enthdlt [21].
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Anhang: Ableitung der Prédiktordichte fiir die Pfahltrag-
fihigkeit

Die in Gl. (9) angegebene a posteriori Dichte ist, wie be-
schrieben, vom Normal-Gamma-Typ. Die bedingte Dichte von
R = log ® bei bekanntem M =/« und H = h ist normal.

fr’/u )°Cln exp[-—h(r/u)] A1

Einsetzen von Gl. (9) und (A.1) in Gl. (4), und Integration
iiber/u ergibt:

() x/exP[-EBD} lez_' ol h 7.2

mit

D - [ U”V" n" 'u"2+)_:2- (n"+1) zz]

= (h;“.* ) (n*+1)
Die Integration iilber h fiihrt zu
r, [(v"- 7)/21
—
D =

Einige Umformungen sowie die Bestimmung der Normierungskon-

£(v) o

stante durch Integration liber alle r ergibt schlieflich
v"'-f

~

£l o [1 +-"—, /"‘)] A4

Das ist die Dichte der Studentschen t-Verteilung mit den Pa-
rametern ~' ",/u" und

E__ . ._h_:—) V”

n"+ 1
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GATES /4/ berechneten und
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10 W mitlber, Qpy)
~ mit [oer. Opa] nach dem Verfahren Meyerhot,
nach GL.(7.20b) |verb v. de Beer [10]
% v, =109
Yl M s 0y
s = v =043
v =026 n =89
n =63 min 420,25
miny=0,47 max¥,=2.57
204 ™ 1,67
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Bild 3: Hiufigkeitsverteilungen der Koeffizienten v
filr Rammpfihle in nichtbindigen Bdden
(entnommen aus /16/. Der Koeffizient Vg ist
das Verhdltnis von berechneten und beobachteten
Tragf8higkeiten. Bezliglich der weiteren Bezeich-
nungen und Hinweise siehe /16/)
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Bild 6: Zusammenhang zwischen den Sicherheitsindices 8 und

St
BN bei gleicher Unterschreitungswahrscheinlichkeit

fir die rechnerische Tragfihigkeit
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Bild 6a:Zusammenhang zwischen B8 und 8 fUr verschiedene

st
Freiheitsgrade



-116-

N

3 25
N —]
2,0
S~ ]
\ M, e 7,5
T 1,0
!
% 7 2 3
R
Sicherheitsbeiwert F filr verschiedene Sicherheits-

Bild 7:

indices B in Abhdngigkeit vom Verhdltnis beobach-
teter und vorhergesagter Tragfdhigkeit (grofie Bau-

stellenprédzision)



Bild 8:

-117-

90 _© ] ©

7

2
\——-
\—
@ | T — |
1 \—
00 1 N 2
R

Sicherheitsbeiwert F flir verschiedene Sicherheits-

indices 8 in Abh#dngigkeit vom Verhdltnis beobach-

teter

Baustellenprédzision)

und vorhergesagter Tragfdhigkeit (kleine



0
i

-
2
N
7
% / 2 3

\}ﬁj'ﬁz

Bild 9: Sicherheitsbeiwert F fiir einen Sicherheitsindex
B = 2 bei zwel Probebelastungen (Bezeichnungen
gsiehe Text)



-119-

\

TN
BN
NS

045
030

015
0.0

fIAE

Q
-
N
W

Bild 10: Sicherheitsbeiwert F fiir einen Sicherheitsindex
A=2 bei drei Probebelastungen (Bezeichnungen siehe
Text)



-120-

R

Bild 11: Sicherheitsbeiwert F fiir einen Sicherheitsindex
B = 2 und nichtstreuenden Probebelastungen

A
s2z 0
B = 2
3
F 2 \§
n
‘\\\\\\\5555‘\h‘—_-————_-—_ )
E\\g
1
0
0 1 2 3



-121-

STOCHASTISCHE VERFAHREN
ZUR SCHATZUNG VON BODENKENNWERTEN

D. Alber
R. Floss

Einfiuhrung

Ein stets wiederkehrendes Problem des Erd- und Grundbaus besteht dar-

in, Eigenschaften und Kennwerte eines Bodens mdglichst genau zu schdt-
zen. Da sie sich aber von Ort zu Ort, in engsten Abstdnden dndern, las-
sen sich zwei mogliche Fragestellungen formulieren:

Die interessierenden KenngroBen sollen, abhdngig von der jeweiligen
Problemstellung, "auf der sicheren Seite liegend" abgeschdtzt wer-
den. Dies fiihrt zu den traditionellen Verfahren, die Bodenparameter
als feste, deterministische GroBen angeben,

Die interessierenden Kennwerte werden als Mittelwerte eines bestimm-
ten Gebiets oder Volumens betrachtet und ihr Streubereich abgeschatzt.
Dieser Weg wird von den probabilistischen Verfahren eingeschlagen,

die im Folgenden erldutert werden. Auf die theoretische Begriindung
der stochastischen Beziehungen und deren Ableitung wird im Kontext
bewuBt verzichtet. Diese Zusammenstellung soll ein eher intuitives
Verstandnis fiir probabilistische Ansdtze wecken.

Zur Vereinfachung werden nur statistische homogene Bdden betrachtet,
d.h. ihre Eigenschaften sollen in keiner Richtung einen Trend aufwei-
sen (wie z.B. ein mit der Tiefe zunehmender Steifemodul) und zufdl-
1ig um einen festen, aber unbekannten Mittelwert streuen. Weiterhin
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wird die richtige Klassifizierung der Bdden, z.B. nach DIN 18196, vor-
ausgesetzt. Fehler, die bei Probenentnahmen und Versuchen entstehen,
bleiben unberiicksichtigt.

2. Bodeneigenschaften als streuende GrdBen

2.1 Verteilung von Bodenkennwerten und ihre Parameter

Die bautechnisch relevanten Eigenschaften eines Bodens wie Wichte,
Winkel der inneren Reibung, Kohdsion, Steifemodul, Durchldssigkeit
u.a.m. sind von einer Vielzahl von Parametern abhdngig wie Mineralart,
Entstehungsgeschichte, Kornform, -rauhigkeit und -verteilung, Wasser-
gehalt usw. Diese Parameter kionnen sich in weiten Grenzen &ndern. Ihr
Streubereich wird generell durch die Klassifikation des Bodens und spe-
ziell durch die Betrachtung nur des jeweiligen Ortes der Bauaufgabe
beschréankt. Die Annahme, daB diese Parameter mehr oder weniger zufdl-
1ig um einen innerhalb dieses Gebiets konstanten Mittelwert streuen,
darf demnach als berechtigt angesehen werden. Aus dem zentralen Grenz-
wertsatz der Statistik kann nun gefolgert werden, daB eine Bodeneigen~
schaft, die aus einer Summe von statistisch unabhangigen Zufallsvariab-
len gebildet wird, anndhernd normal verteilt ist. Tatsdchlich zeigen
viele Bodenkennwerte von klassifizierten Boden dieses Verhalten. In
Bild 1 sind einige Beispiele aus der Literatur zusammengestellt. Selbst-
verstidndlich konnen diese Histogramme nicht auf andere, gleich klassi-
fizierte Boden iibertragen werden. Neben der Unterschiedlichkeit der
Eigenschaften selbst von gleich klassifizierten Boden 1dBt es die in
Verdffentlichungen meist nicht angegebene Art der Probenentnahme (ge-
zielt, zufdllig, systematisch usw.) und der Verfahren der Feld- und
Laborversuche eine Verallgemeinerung nicht zu. Wie schon friher fest-
gestellt (FLOSS 1969, 1973) dist der Variationskoeffizient einer der
wenigen verwertbaren GroBen.
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Bei Bodenkennwerten, die keine Werte kleiner als Null zulassen und
einen groBen Variationskoeffizienten aufweisen (V 3 30%) kann mit einer
logarithmischen Normalverteilung eine bessere Anpassung erzielt wer-
den als mit einer Normalverteilung (B11d 2). Erst unter der Annahme
theoretischer Verteilungsfunktionen lassen sich die hier vorgestell-
ten probabilistischen Verfahren durchfihren.

SANDIG- TONIGER  SCHIEFER, VERFORMUNGS MODUL £y,

NORMALYERTEILUNG LOGARITHMISCHE NORMALVERTEILUNG
o2 o0
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T+ 8201 HN/al
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e 2505
v .03
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Plxat)e - 1 e Ot ghgt « 2107

Bild 2 Anpassung von Normal- und Lognormalverteilung an eine Stichprobe

Es konnen nun nicht nur die Bodenkennwerte als streuende GréBen aufge-
faBt werden, sondern auch ihre statistischen MaBzahlen, insbesondere
der hier interessierende Mittelwert. Er ist fir ein bestimmtes Gebiet
oder Volumen zwar konstant, aber nicht bekannt, da die Vollerhebung
eines Bodenkennwerts, ganz abgesehen von den Kosten, nicht moglich

ist, weil nahezu alle bodenmechanischen Priifverfahren zerstdrend sind
und die zu untersuchende Grundgesamtheit in ihrer frilheren Form nicht
mehr existieren wiirde. Aus diesen Grinden sind Stichproben erforder-
lich, durch die Schdtzungen der Parameter gewonnen werden. Da verschie-
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dene Stichproben zu unterschiedlichen Schdtzwerten fiihren, streuen
diese Parameter,

Die Verteilung der Mittelwerte kann erneut nach dem zentralen Grenz-
wertsatz als normal angenommen werden. Es ergibt sich folgender Zusam-
menhang zwischen Zufallsstichproben und Mittelwerten:

Stichprobe Mittelwert
N
Mittelwert Y=ﬁ I X -
2
i=1
Vari ()l n (ko s ()-SR
arianz —n—_r1=41 j i
Variationskoeffizient v(x)=§1§l =konst v(Y)=§£i)=§L§l #konst
x X x¥n
Verteilung normal oder normal
lTognommal

LUMB (1966, 1979), SCHULTZE (1971, 1975), v. S00S (1980) und andere
zeigen, daB die Variationskoeffizienten der Bodenkennwerte wenig
streuende GroBen sind, die in guter Naherung als bekannt angenommen
werden kénnen. In Tafel 1 wurden flr verschiedene Bodengruppen und
Bodenkennwerte die in der Literatur mitgeteilten Variationskoeffizi-
enten zusammengestellt. Mit diesen Informationen konnen wesentlich
verfeinerte Aussagen iiber die Streuung der Mittelwerte als allein
durch die im Grundbau iiblichen Stichproben geringen Umfangs, gemacht
werden.

2.2 Bedeutung und Verwendbarkeit von Mittelwerten

Wie PEINTINGER/REITMEIER in diesem Heft berichten, ist bei groBmaB-
stdblichen Problemen, wie z.B. Boschungsbriichen, vor allem die Kennt-
nis der Mittelwerte der Bodeneigenschaften iiber diesen Bereich zur Be-
urteilung der Standsicherheit von Bedeutung, Vorsicht bei der Verwen-
dung von Mittelwerten ist geboten, wenn lokale Streuungen ein Versagen
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hervorrufen kdnnen, oder anders ausgedriickt: Mittelwerte diirfen nur
bei konservativen Parallelsystemen angesetzt werden, nicht aber bei
Seriensystemen (Bild 3). In letzterem Fall missen lokale Extrema von
gleitenden Mittelwerten untersucht werden. VANMARCKE (1977) gibt Hin-
weise zur Abschdtzung ihrer Wahrscheinlichkeiten.

PARALLELSYSTEM SERIENSYSTEM
-
|
T
==
VERSAGEN TRITT EIN, WENN ALLE ELEMENTE VERSAGEN TRITT EIN, WENN EIN ELEMENT
{LAMELLEN) VERSAGEN. (FUNDAMENT) VERSAGT

Bild 3 Parallel- und Seriensystem

2.3 Autokorrelation von Bodenkennwerten

Die bei den ilblichen statistischen Verfahren vorausgesetzte Unabhan~
gigkeit - gleichbedeutend mit einem zufdlligen, regellosen Streuen -
kann fiir Boden nicht aufrechterhalten werden, Es ist unmittelbar ein-
sichtig, daB zwei dicht nebeneinander entnommene Bodenproben in der
Regel einander "ghnlicher" sind als zwei weit voneinander entfernte
(Bild 4). Durch diese Eigenschaft konnen die Schitzwerte einer Zufalls-
stichprobe stark verzerrt werden, wenn z.B, mehrere, eng beieinander
entnommene Proben, die eigentlich nur einen Stichprobenwert reprdsen-
tieren, als mehrere Beobachtungen in die Schdtzung eingehen. LUMB (1974)
stellt hierzu fest, daB im allgemeinen systematische Stichproben den
geschichteten Zufallsstichproben, und diese wiederum den einfachen Zu-
fallsstichproben iiberlegen sind (Bild 5).
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STANGE (1971 a) gibt Schdtzwerte fiir die Varianz bei den verschiedenen
Stichprobenverfahren an und fiihrt aus, daB zur Vernachldssigung des
Autokorrelationseinflusses der Probenabstand ein Vielfaches der Lidnge
betragen muB, innerhalb derer eine positive Autokorrelation existiert.
Aus Bild 4 und weiteren verdffentlichten Untersuchungen kann angencm-
men werden, daB flr natiirlich anstehende Boden in der Regel diese L&n-
gen fir Bodenkennwerte in horizontaler Richtung kleiner als 10 m und
in vertikaler Richtung kleiner als 5 m sind.

WASSERGEHALY w (%] FLIESSGRENZE w| [%] FEUCHTOICHTE ¢ 1KN/m3)
100 129 159 128 150 175 12 13 ]

\\\
T

Bild 4a  Streuung von Wassergehalt, FlieBgrenze und Feuchtdichte und
Autokorrelation r{az) (LUMB, 1974)
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Bild 4b Undrdnierte Scherfestigkeit c;. Reststreuung nach Entfernung
der Tinearen Trends in kN/m? und Autokorrelationen r{sz) nach
MATSUO und ASOKA (1977)
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Bild 4c Autokorrelation r{az) von MeBwerten der holldndischen Tiefen-
sonde nach ALONSO und KRIZEK (1975)
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Bild 5 Stichprobenverfahren

BAECHER (1981) schldgt bei autokorrelierten Stichprobenwerten ein we-
gen der Invertierung der Kovarianzmatrix etwas aufwendiges Verfahren
zur Ermittlung der optimalen linearen Schdtzung des Mittelwertes vor,
bei dem die einzelnen Probenwerte so gewichtet werden, daB die Varianz
des Mittelwertes minimal wird. Es besteht grundsdtzlich die Moglich-
keit, die einzelnen Proben mit EinfluBwerten eines bodenmechanischen
Modells zu beaufschlagen, so daB der Mittelwert unter Beriicksichtigung
der raumlichen Streuung und der jeweiligen Problemstellung bestimmt
werden kann. Bei kleineren Stichprobenumfingen muB allerdings die Auto-
korrelationsfunktion bekannt sein, wahrend sie bei gréBerem Datenmate-
rial mit dem Verfahren von AGTERBERG (1970) aus der Stichprobe geschdtzt
werden kann.
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3. Schdatzung des Mittelwertes bei Kenntnis des
Variationskoeffizienten

KAY und KRIZEK (1971) schlagen ein einfaches Verfahren vor, das es er-
laubt, zusdtzlich zu einer Stichprobe den Variationskoeffizienten in
die Schdtzung mit einzubeziehen. Insbesondere bei geringen Stichpro-
benumfdngen wird die Varianz des Mittelwertes gegenuber den lblichen
Verfahren mit geschdtzter Standardabweichung spirbar verringert.

Gegeben sei von einer normalverteilten Bodeneigenschaft X des Umfan-
ges n und dem Mittelwert X. Aus anderen Quellen (z.B. Tafel 1) sei der
Variationskoeffizient V bekannt. Damit kann eine standardnormalverteil-
te Zufallsvariable uj definiert werden

wobei Ri ein Schatzwert fiir den Mittelwert u betrachtet und als Zu-
fallsvariable behandelt wird.

KAY/KRIZEK erhalten die Dichtefunktion fur den Schatzwert & des festen,
aber unbekannten Mittelwertes:
U
P(u>ﬁ1) = -i fN(u)du = @(u1)

u
1

bzw. P(22>u>x1) = uf fN(u)du = ¢(u1)-¢(u2)
2

Die Verteilungsfunktion des Mittelwertes ist nicht symmetrisch zu X
{vgl. Beispiel 1). Dies resultiert aus der Voraussetzung eines kon-
stanten Variationskoeffizienten, die bei einem kleineren Mittelwert
auch eine kleinere Varianz bedingt. Ein mehr konservativer Ansatz fiir
untere Grenzwerte ist die Annahme einer konstanten Standardabweichung
des Mittelwertes mit der normalverteilten Zufallsvariablen

X - 21

Y T vyxm o
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4, Schdtzung des Mittelwertes unter Beriicksichtigung von
Vorinformation

Bei der Beurteilung von Bodeneigenschaften wird neben den Ergebnissen
von Untersuchungen im Feld und im Labor auch stets die Erfahrung des
Baugrundsachverstdndigen mit einflieBen. RACKWITZ/PEINTINGER (1981)
geben ein Verfahren an, mit dem diese Erfahrung unter Zuhilfenahme
des Bayesschen Satzes ihren zahlenmaBigen Ausdruck findet. Hierbei
konnen Informationen liber Mittelwert und Standardabweichung aus ver-
schiedenen Quellen in die Schdatzung eingehen. Die Qualitdt dieser In-
formationen wird dabei fiir den Mittelwert durch die dquivalente Stich-
probenmenge n und fiir die Standardabweichung durch die Zahl der Frei-
heitsgrade v ausgedrlickt. Fiir jede Information wird zundchst berech-
net, welchen Werten von n und v sie entspricht. AnschlieBend wird sie
mit der schon bekannten (a priori) Information verkniipft. Als Ergeb-
nis (a posteriori) erhdlt man ein hgheres Informationsniveau, das bei
neuen Erkenntnissen wiederum zur a priori Information wird, Die "Wer-
tigkeit" der Kenntnisse iiber die Bodeneigenschaften wird dabei durch
die Informationszusténde systematisiert.

4.1 Informationszustand [

LaBt sich der Boden einer Bodengruppe nach DIN 18196 zuordnen, so kon-
nen z.B. mit den Tabellen von v. S00S (1980) die BodenkenngrtBen in
erster Ndherung abgeschdtzt werden. Die in diesen Tabellen fiir jede
Bodengruppe genannten Tabellen diirfen als Grenzen interpretiert wer-
den, zwischen denen die mittleren KenngrdBen eines ca. 0,5 m* groBen
Probenvolumens in 90% aller Fdlle liegen wiirden. Betrachtet man die
Bodeneigenschaften als von Punkt zu Punkt verdnderlich und autokorre-
liert, so konnen aus diesen Intervallen mit Hilfe einer Autokorrela-
tionsfunktion Intervallsgrenzen fiir die "Punkteigenschaften" angegeben
werden,
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RACKWITZ/PEINTINGER nehmen eine Autokorrelationsfunktion der Form
r=exp -{(g)2 + (312« (;\_?z }
1 -2

mit 61 = 62 = 5 m und 63 =1m

an, die als gute Naherung der publizierten Autokorrelationen angesehen
werden kann. Damit ergibt sich fiir die Intervallgrenzen ein Vergrife-
rungsfaktor von

F(0,5 m) = 1,24,

Mit der Annahme, daB der wahrscheinlichste Wert einer Bodeneigenschaft
in der Intervallmitte liegt, erhdlt man mit X, und X, als Grenzen des
Intervalls als ersten Schatzwert des Mittels

dessen 90% Konfidenzintervall mit
IG = F(0,5 m?) . (xD -x,) =124 (xo - xy)

berechnet werden kann, Wird der Variationskoeffizient als bekannt vor-
ausgesetzt (vgl. Tafel 1), so ergibt sich der Schitzwert der Standard-
abweichung aus

st =V, X,

Nun interessiert noch, wievielen Stichprobenwerten diese Information
entspricht. RACKWITZ (1981) fiihrt aus, daB die Verteilung einer Zu-
fallsvariablen mit geschdtzten Werten fir Mittel- und Standardabwei-
chung

t =¥ X n'+ 1

v s n'
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der Studentverteilung mit v' Freiheitsgraden folgt.

Je hoher die Zahl der Freiheitsgrade ist, desto genauer ist die Stan-
dardabweichung bekannt. RACKWITZ/PEINTINGER geben als Schatzwert v' =
3 an. Damit erhdlt man flr die Grenzen eines 90% Konfidenzintervalls

mit

N

P(T -tv') = P(T ez tv') = 5%

[ -
t,' = 2,35

und damit die der Information Uber den Mittelwert dquivalenten Stich-
probenanzahl

n' = !

G
(s'.tv')z -1

Damit sind alle statistischen Parameter (X', n', s', v') des Informa-
tionszustandes I bekannt. Die Aussagen sind allerdings noch viel zu un-
scharf, um verwertbar zu sein.

4.2 Informationszustand II

Hier soll von einem Baugrundsachverstdndigen der Mittelwert X und sein
a% Konfidenzintervall mit den Grenzen Xg und Xy sowie die Standardab-
weichung s mit den zugehSrigen Freiheitsgraden v geschdtzt werden. Da
die beiden letzten Parameter etwas unanschaulich sind, kann an ihrer
Stelle auch die Spannweite R, also die Differenz zwischen dem groBten
und kleinsten Wert einer (gedachten) Stichprobe von n Werten verwendet
werden. Sie steht bei einer Normalverteilung mit der Standardabweichung

in folgendem Zusammenhang:
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Mit R = Xoax = Xmin

aus einer Stichprobe des Umfanges n ist der Schdatzwert der Standard-

abweichung
s =R. 1/dv mit v = n-1 Freiheitsgraden

und 1/dv aus Tabelle 1.

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
I/dv 0,707 0,523 0,447 0,404 0,374 0,355 0,339 0,326 0,316 0,307
v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tab. 1 Zusammenhang zwischen Spannweite R und geschdtzter Standard-
abweichung s

Eine weitere Moglichkeit ist die Annahme eines o% Konfidenzintervalls
flir die Spannweite. STANGE (1971a) gibt Fraktilwerte ihrer Verteilung
an, woraus dann die Zahl der Freiheitsgrade und der Mittelwert von R
riickgerechnet werden kann. Letzterer Tiegt nicht symmetrisch zu den
Grenzen Ro und Ru des Konfidenzintervalls, sondern stets etwas ndher
am unteren Wert des Konfidenzintervalls, bedingt durch die asymmetri-
sche Form der Verteilung von R.

Die Ermittlung der Zahlenwerte erfolgt am einfachsten mit den Hilfs-
gréBen der Tabelle 2:

R
Mit dem Verhdltniswert V = RE
v u

kann die Zahl der Freiheitsgrade v und der Faktor ¢ zur Bestimmung
des Mittelwertes von R

R = cv (Ro + Ru)




-136-

abgelesen werden, Der Schatzwert fir die Standardabweichung kann nun
mit den Werten der Tabelle 1 ermittelt werden,

v, 3,8 7,70 4,78 3,75 3,22 2,90 2,68 2,52 2,40 2,

a=90% | v 1 2 3 4 6 6 7 8 9 10
<, 0,394 0,453 0,469 0,476 0,480 0,482 0,483 0,485 0,486 0,487

Vv 397 34,0 13,8 8,88 6,71 5,60 4,86 4,1 4,08 3,79

a=99% | v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
<, 0,283 10,372 0,409 0,428 0,438 0,445 0,450 0,453 0,456 0,457

Tab 2 Hi1fsgroBen zur Bestimmung der Freiheitsgrade und des Mittel-
werts R

Es muB betont werden, daB die Schdtzung der Spannweite von der Unsicher-
heit iiber die Lage des Mittelwertes vollkommen unabhdngig sein soll. Am
konkreten Beispiel einer Schdtzung des Reibungswinkels konnte z.B. so
vorgegangen werden: Unter der Annahme, daB der Boden sehr inhomogen

sei und der Mittelwert X$.einen beliebigen, aber festen Wert habe, er-
halt man die grofte Spannweite R0 der Einzelwerte, bei sehr homogenem
Boden mit wiederum beliebigem, aber festem Mittelwert erhdlt man die
kleinste Spannweite Ru' Es ist jedoch nicht erlaubt so zu verfahren,

daB der Boden einmal als sehr inhomogen angenommen wird, und aus der
Differenz des bei einem groBen Mittelwert nun groBtmoglichen und bei
einem kleinen Mittelwert kleinstmoglichen Reibungswinkels Ro zu berech-
nen, und entsprechend fiir homogenen Boden, da dann die Spannweiten durch
die Unsicherheit des Mittelwertes vergrioBert werden.

Die Schatzung des o% Konfidenzintervalls des Mittelwertes ist auf zwel
verschiedene Arten moglich, die eine getrennte Behandlung erfordern:

a) Schdtzung unter der Bedingung, daB die Standardabweichung den vor-
her berechneten Wert annimmt

Wenn das a% Konfidenzintervall geschdtzt wird unter der Annahme, dap
die Einzelwerte so wie bei der Ermittlung der Standardabweichung streu-
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en, dann folgt die Zufallsvariable

- BN
s/

u
einer Normalverteilung und fiir die Intervallgrenzen Xy X, gilt

- _ = s
Ro = X+ Uiy, /2 =

s _ % s
YT a2

mit Ulisa)/2 als (1+«)/2 Fraktilwert der Normalverteilung (vgl. Tab. 3}.

o# 990 99

U(1ra)/2 + 1,645 + 2,576

Tab. 3 Zweiseitige Fraktilwerte Y(140)/2 der Normalverteilung
Damit wird

X

i
~y
—
|
o

+
x|
~

Fi1-a)s2 - ¥
(%, - %)

und n =

Damit sind die Stichprobenparameter (X, n, s, v) bekannt,

Die Berechnung der a posteriori-Parameter geschieht anhand folgender
Beziehungen:

Mit den a priori Parametern (X} n', s', v') und den Stichprobenpara-
metern (X, n, s, v) ergibt sich
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n“=n+n'
Vv + 1
Yn=n—i+nlil_
n+n'
1 nn'(x-x')2
"z - 2 Tel2 X
§'¢ =gy (vsf v st e T )

Diese Beziehungen gelten, wenn Mittelwert und Standardabweichung aus
derselben (gedachten} Stichproben emittelt wurden.

b} Schdatzung des o% Konfidenzintervalls unabhdngig ven der vorher be-
rechneten Standardabweichung

Wenn das % Konfidenzintervall geschitzt wird unter der Annahme, daB
es stets seine Grenzen beibehdlt, unabhdngig davon, wie groB die Stan-
dardabweichung der Einzelwerte zuvor geschdtzt wurde, dann folgt die
Zufallsvariable

X-u

t=X-14u
s/fn

einer Studentschen t-Verteilung mit v Freiheitsgraden. Fir die Inter-
vallgrenzen Yﬁ' Yh gilt dann

S

Xo =X + tv,(1+u)/2 Tﬁ_“
X =x+1 =
u v,(1-a)/2 m
mit tv,(1au)/2 als (1-a)/2 Fraktilwert der Studentverteilung mit v Frei-

heitsgraden (vgl. Tab. 4).
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we90z |® 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Yo(1ea)zz £631 32,92 12,35 12,33 22,02 11,96 21,90 21,86 1,83 21,84
asg0y | v 1 2 3 q 5 6 7 8 9 10

t +63,7 +9.93 +5,88 +4,60 44,03 +3,71 43,50 3,36 3,25 33,17
v,(1ea)/2 = z : : b4 M * 4

Tab. 4 Zweiseitige Fraktilwerte tv,(Ifa)/Z der Studentverteilung

Damit ergibt sich fur den Mittelwert

Y=%ﬁ£+%)

und fiir den Stichprobenumfang

TR P Ve

(Xg = %y)?
Damit sind die Stichprobenparameter (X, n, s, v} bekannt,

Die Berechnung der a posteriori Parameter geschieht mit folgenden Be-
ziehungen:

Aus den a priori Parametern (X', n', s', v') und den Stichprobenpara-
metern (x, n, s, v) werden die a posteriori Parameter zu

n" =n+n'
vi=vy+n+y!
K = X+ n'x'
=X+ X
n+n
1 v-1 nn'(x-x')2
nz _ 2 4 ylg'2 4 .
s gr by st e Vst e RS

Diese Beziehungen gelten, wenn Mittelwert und Standardabweichung aus
verschiedenen (gedachten) Stichproben ermittelt wurden.
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Jede weitere Erkenntnis im Informationszustand II, sei es durch zu-
sdtzliche Ortsbesichtigungen, Aufschllsse oder Klassifikationsversuche,
kann mit den angegebenen Verfahren in {fiktive) Stichprobenparameter
umgesetzt werden. Die bisherigen a posteriori Parameter (x“, n", s",
v') werden in a priori Parameter (X', n', s', v') umbenannt und erge-
ben zusammen mit der neuen Stichprobe (X, n, s, v) die verbesserten

a priori Parameter.

4.3 Informationszustand III

Hier fallen nur direkte und indirekte Messungen der interessierenden
Eigenschaften an. Die Parameter (X, n, s, v) einer direkt gemessenen
Stichprobe lassen sich mit den bekannten Formeln errechnen:

_ ¢ 1

X=ﬁiE1X_i

52=—11-(2 x2 -1 (7 %))
A

v=n-1

Die Parameter einer indirekt gemessenen Stichprobe miissen aus einer Re-
gressionsbeziehung ermittelt werden. Zur Vereinfachung werden hier
eine lineare Abhdngigkeit der interessierenden Eigenschaften X von der
gemessenen Eigenschaft Y angenommen und eine Normalverteilung von X
bei festem Y vorausgesetzt, die gegebenenfalls durch Transformation
der Variablen erreicht werden konnen., Die Regressionsbeziehung soll
aus schon vorhandenem Datenmaterial (Index *) derselben Grundgesamt-
heit geschdtzt werden: Aus n* Wertepaaren (x*, y*) wird (n*, x*, sx*z,
sy*z, s;y) berechnet und man erhdlt eine Regressionsgerade

x = bly - y*) +x*

s* s*

mit b = syx und dem Korrelationskoeffizient r = g%%§ .
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Die Annahme, daB das schon vorhandene Datenmaterial und der untersuch-
te Boden derselben Grundgesamtheit entstammen, sollte zuvor durch einen
statistischen Test auf Gleichheit der Mittelwerte liberprlift werden.

Fiir eine indirekte Stichprobe des Umfangs m,(y1, Yos wee ym), werden
die zugehdrigen Schdtzwerte X3 mit ihren "Wertigkeiten" n, anhand fol-
gender Beziehung ermittelt:

X; = b(y'i - y*) +x*

und der Mittelwert ‘zu
= 1
X—ﬁ n.lx.l.
i=1

Die Varianz erhdalt man aus

52 = 1 (? Xz_l(r;l X:)2) n*‘1(1_z)5;2 m
[ IR s B AL o D o A

mit den Freiheitsgraden
v = (n-1)r2 + (n*-1)(1-r2).
Da der zweite Anteil (n*-1)(1-r2) von v die Information der Regres-

sionsbeziehung enthdlt, die moglicherweise schon im Informationszu-
stand I oder II in die Schdtzung von X eingegangen ist, scheint es
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sinnvoll, mit
v = (n-1)r2

nur die Aussagen der indirekten Stichprobe (yi) mitzunehmen. Wie aus

dem EinfluB des Korrelationskoeffizienten r zu erkennen ist, bringen

indirekte Stichproben nur bei guter Korrelation geniligende Informatio-
nen liber die Lage des Mittelwertes.

Mit den so erhaltenen Parametern (n, X, s, v) wird nun wiederum mit-
tels der in Abschn. 4.2 angegebenen Beziehung eine neue a posteriori

Schdtzung (n", X", s"2, v") errechnet.

4.4 Hinweise zur Anwendung

RACKWITZ/PEINTINGER weisen darauf hin, daB dieses Schatzverfahren mit
Vorinformation nur bei richtig klassifizierten Boden anwendbar ist,

daB aber andererseits auch nur bei einer offensichtlichen Fehlklassifi-
kation die Vorinformation verworfen werden sollte. Bei stark von den
Erwartungen abweichenden Versuchsergebnissen sind allerdings Stichpro-
ben groBeren Umfangs erforderlich, um genligend sichere Aussagen treffen
zu konnen, Da bei diesem Verfahren jede Information auch bei spateren
Informationszustdnden erhalten bleibt, und entsprechend ihrer Sicher-
heit (ausgedriickt durch den Stichprobenumfang n und die Freiheitsgra-
de v) gewichtet wird, sollten insbesondere die Konfidenzintervalle in
den Informationszustdnden I und II sehr sorgfdltig, und eher zu groB
als zu klein, geschdtzt werden.

Da die gemeinsame Verteilung von (o, n) als x_1-Norma1 angenommen wur-
de, folgt die Verteilung des Mittelwertes der Studentschen t-Verteilung
mit v" Freiheitsgraden, dem Mittelwert x" und der Varianz s"2/n":

£, =X
v s*/Vn"
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Damit konnen Konfidenzintervalle, Bemessungswerte und Partialsicher-
heiten bestimmt werden,

5. Beispiele

5.1 Schitzung des Mittelwerts bei Kenntnis des Variations-

koeffizienten

Es sei eine Stichprobe von 2 Triaxialversuchen zur Bestimmung des Rei-

bungswinkels eines mittelplastischen Tons gegeben.
¢ 18,3° 21,1°
Mittelwert ¢' = 19,7° mit n = 2
Standardabweichung s = 1,98 mit v = n-1 = 1

oder nach Tabelle 1:

r=21,1- 18,3 = 2,8°
mit 1/dv= 0,707 folgt s = 0,707 . 2,8 = 1,98° mit v = 1

in

Variationskoeffizient aus Tafel 1: V = 0,15.

5.1.1 90% Konfidenzintervall nach dem Verfahren von
KAY/KRIZEK (vgl. Bild 6)

Der Variationskoeffizient wird mit V = 0,15 als bekannt angenommen.
die Grenzen des 90¥%Konfidenzintervalls ergibt sich:

Mit dem zweiseitigen Fraktilwert der Normalverteilung aus Tab, 3

U(1-0,9)/2 ° -1,645 U(14+0,9)/2 = 1,645
. . L 19,7° - o
Wird o = TorEas L 0,157 T 23,86

Fir
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- 19,7°

=——2f 4,770
Y 141,645 . 0,15/7

und damit 16,77° = Mo £ 23,86°.

5.1.2 90% Konfidenzintervall bej einer bekannten, kon-
stanten Standardabweichung (vgl. Bild 6)

s = 0,15 ., 19,7 = 2,96°
und daraus:
- 2,96°

3, = 19,7 + 1,645 2387 - 23,930
V2

3, = 19,7 - 1,605 223% _ 46 260
V2

also 16,26° < "y s 23,13°.

5.1.3 90% Konfidenzintervall bei Schatzung der Standard-
abweichung aus der Stichprobe (vgl. Bild 6)

s = 1,98°

—_

mit dem zweiseitigen Fraktilwert der t-Verteilung aus Tab. 4 fir v =

150,05 = 76:31  ty.g 95 = 6531
wird §2 = 19,7 + 6,38 % = 28,6°
2
. 1,98 .
B =197 - 6,38 B2 < 10,8

Mit 10,8° < 2% < 28,6° nimmt das allein aus dem Stichprobenumfang ge-
schatzte 90% Konfidenzintervall einen unrealistisch groBen Wert an. Die-
ses Beispiel zeigt, daB die aus den iUblichen Versuchsumfangen - insbe-
sondere fiir Scherparameter - resultierenden traditionellen Rechenwerte
nicht allein aus Stichproben gewonnen werden konnen. Zur Festlegung
solcher Rechenwerte miissen noch von anderer Seite Informationen mit
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einflieBen, die auch bei einer statistischen Behandlung dieses Pro-
blems mit verwertet werden sollten,wie in diesem Beispiel durch die
Vorgabe eines Variationskoeffizienten.

—— DICHTE NACH KAY/
KRIZEK (V BEKANNT}

—— DICHTE BEI NORMAL -

w 0.29 VERTEILUNG (6=3V)
=
2 —-— DICHTE BEI STUDENT-
(A VERTEILUNG s AUS
g DER STICHPROBE)
S 01
—
Zz
L
X
()
%]
=
3 —
0 ™ r " r— o
) 78 32
Arl]
KONF IDENZINTERVALLE
e

Bild 6 Wahrscheinlichkeitsdichten der Mittelwerte und
90% Konfidenzintervalle

5.2 Schdtzung des Mittelwertes bei Vorinformation

Es soll der mittlere Reibungswinkel 3' eines Tons geschdtzt werden.

5.2.1 Informationszustand I

Kenntnis der groben Klassifikation "Ton".

90% Konfidenzintervall aus Tab. 1a von v. S00S (1980), Zeile 11-20:
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x
n

17¢ Xy = 32°

)-<'| = 17 + 32 = 24’50

1,24 (32 - 17) = 18,6°

—
o
n

Variationskoeffizient aus Tafel 1: V = 0,1 & 0,63

Bei dem Verfahren nach RACKWITZ/PEINTINGER sollte der Variationskoeffi-
zient so klein wie vertretbar angenommen werden, um einen Grofiteil der
Streuung der Unsicherheit ilber die Lage des Mittelwertes zuzuweisen:

Mit V = 0,10 wird s = 0,10 . 24,5 = 2,45°

und v' =3

folgt n' = 8.6 e 1 = 0,6.

Damit sind die a priori Parameter (X', n', s', v') = (24,5; 0,6;
2,45; 3).

5.2.2 Informationszustand Il

Ein Baugrundsachverstdndiger schdtzt aufgrund seiner Erfahrung um die
ortlichen Gegebenheiten:

- daB der effektive Reibungswinkel meistens, d.h. in 90% aller Fdlle,
hochstens um + 4,25° und mindestens um + 1,30° streut,

- daB unabhdngig von der Streuung der Mittelwert gewiB, d.h. in 99%
aller Fdlle zwischen 17° und 21° liegt.

Die Schdatzwerte fiir Standardabweichung und Freiheitsgrade werden an-
hand der Tab. 1 und 2 berechnet:
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R° =2.4,25 =8,5° Ru =2 .1,30°=2,6°

_.8 _
VV =7.5°" 3,2,
Damit erhdl1t man aus Tab. 2 fiir « = 90% die Werte

v=2>5 cv = 0,48,
Der Schatzwert fiir die Spannweite wird zu
R = 0,48(8,5° + 2,6°j = 5,33°

und mit Tab. 1 wird die Standardabweichung s mit 1/dv = 0,374 flirv = 5

zu
s = 0,374 ., 5,33° = 1,99°,

Der Schatzwert flUr den Mittelwert ist
X =5 (17° + 21°) = 19°,
Der Stichprobenumfang wird mit t5’(110,99)/2 = + 4,03 aus Tab. 4 zu

4,032 . 1,99

2
n= = 4,02,

Die Parameter der hypothetischen Stichproben Tauten nun
(x5 n; s3 v) = (19°; 4,02 ; 1,99°, 5),

Die a posteriori Parameter werden damit zu

" = 4,02 + 0,6 = 4,62
"=3 45+ 1,64 = 9,64
o 2 402 . 19+ 0,6 . 28,5 _ 4o 200

4,02 + 0,6
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PO | 0,6 . 4,02 (19 - 24,5)2
sz = -976'4' (5 . 1,992 + 3., 2,452 + 4’02 " 0,6 )
s" = 2,36°

Nachdem durch eine Ortsbesichtigung mit Feldversuchen zur Klassifizie-
rung die bisherigen Eingruppierung des Bodens verifiziert wurde, ver-
schdrft der Baugrundsachverstindige seine Schdtzung der Bodengruppe mit

- Ton, ausgeprdgt plastisch

- der Spannweite des Reibungswinkels an 6 untersuchten (und geniigend
weit voneinander entfernten) Stellen mit R = 5,3°

- das 90% Konfidenzintervall des Mittelwertes, ausgehend von der Streu-
ung an den 6 untersuchten Stellen zu 18° = u s 20°.

Die Stichprobenparameter werden zu

n=6; v=n-1=5

aus Tab. 1: 1/dv = 0,374
s = 0,374 . 5,3 = 1,98°
X = (184 20) = 190

Da die Schitzung des Mittelwertes unter der Annahme geschah, daB die
beobachtete Streuung die wahre ist, wird

mit u(110,9)/2 = + 1,645 aus Tab. 4

p - 1.685° . 1,982 ) oo

Die a posteriori Parameter werden zu

n" = 2,65 + 4,62 = 7,27
v' =5+ 9,64 +1 = 15,64
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2,65 . 19 + 4,62 . 19,71

X" = 7,65+ 4.62 = 19,45°

2,65

s"2 = 15151-(5 . 1,98 + 9,64 . 2,36% + =2 4,62 (19,71 - 19)%,

. (
2,65 + 4,62

s" = 2,18

5.2.3 Informationszustand III

Aus Laborversuchen wurden unter anderem folgende Werte fir Reibungswin-
kel und Plastizitdtszahl ermittelt:

o' (°) 17,0 19,3 20,9
I, (%) 45 37,6 36,5

sowie eine weitere Stichprobe mit Plastizitdtszahlen
IP (%) 33,4 37,9 39,2 41,9 47,8

Zundchst werden die a posteriori Parameter mit den Stichprobenwerten
filr ¢' auf den neuen Stand gebracht.

Mit den Parametern der Stichprobe des Reibungswinkels

n=3 v =2

X = 19,07° und s = 1,96°

wird
n" =3+ 7,27 = 10,27
v'=2+15,64 +1 = 18,64
Yu = 3. 1%;27 + 7,27 . 19,45 = 19’340

we _ 1 3 .7,27(19,07 - 19,45)2
s"2 = ; (2 .1,9°2 + 15,64 , 2,182 + T+ 7,27 )

s" = 2,10°
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Aus friheren Untersuchungen ausgéprﬁgt plastischer Tone derselben geo-
logischen Formation 1iegen folgende Daten vor, die eine lineare Korre-
lation zwischen Plastizitatszahl und Reibungswinkel vermuten lassen:

(5 '%5 Ip%; s¥,5 st 583 ) = (215 20,4%; 40,5%; 2,86°; 5,53%; -14,43).
P ¢

Bevor mit einer hieraus gewonnenen Regressionsbeziehung Schdtzwerte fiir
¢' ermittelt werden, mup zundchst geklart werden, ob diese Daten der-
selben Grundgesamtheit entstammen, aus der die bisherigen Informatio-
nen gewonnen wurden. Das kann durch statistische Tests auf Gleichheit
der Varianzen und Mittelwerte geschehen, wie sie in den meisten stati-
stischen Handbilichern beschrieben sind. Im vorliegenden Fall wird die
Hypothese der Gleichheit auf dem 10% Signifikanzniveau weder fiir ¢'
noch flr IP abgelehnt.

Die erste Stichprobe mit 3 Werten flir ¢' und Iy wird deshalb mit den
Ergebnissen der frilheren Untersuchungen vereinigt:

n* =24 v =23

¥ = 20,2° Tb* = 40,4%
* = o =

S2 2,80 sfp 5,43%
s¢.IP = -13,4

Die Schdatzungen fiir Korrelationskoeffizient und Regressionsgerade

sind
_ -13,4 _ . _=13,4 _ _
r= 7 : = -0,88 b= 5,432 © 0,454
und
¢' = -0,454 (IP - 40,4) + 20,2
¢' = 38,57 - 0,454 IP

Aus der zweiten Versuchsreihe ergeben sich die Schitzwerte fiir ¢' mit

"

j' = 38,57 - 0,454 Ipj
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1
n, =
i (IPi - 40,4)224

1+ 543 (=TT

zu Ip; (%) 33,4 37,0 39,2 41,9 47,8
o' (°) 23,41 21,77 20,77 19,55 16,87

ny 0,37 0,71 0,95 0,93 0,34

und mit den Hilfsgridfen

n.xi2 = 1401,3

n ™o
=y
nm~ao

5
E n; = 3,30

n.x. = 67,77
i=1 j=1 11

i

= 3,3
67,77 .
X = —3—,3— = 20,54

=1
1

o

52 = o (1401,3 - 3713 67,772) + 547 (1-0,882 .

= T3
s = 2,05
v =2,3.0,88 + 23(1-0,882) = 1,78 + 5,19
geschatzt: v = 1,78

Die a posteriori Parameter werden zu

n" = 3,3 + 10,27 = 13,57

v''= 1,78 + 18,64 + 1 = 21,42
_ 3,3 . 20,54 + 10,27 . 19,34 _ 19,63°

X' = 2 10,77 ‘
$'2 = el (1,78.2,002418,64.2,10:,2:3:10,27(20,50,19,30)%

s" = 2,09

Mit diesen Parametern soll das 90% Konfidenzintervall des Mittelwertes
geschdtzt werden.
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Der Fraktilwert der t-Verteilung wird bei « = 90% und v = 21,24 zu

t21,24;(1-0,9)72 = 1,719

und damit
x_ = 19,63 + 1,719 —2:08 _ 55 610
p V13,57
x, = 19,63 - 1,719 228 _ 4g 670
V13,57
d.h.
18,67° < My s 20,61°.
Nr X n s v
1 245 06 245 3
0,7 - 5 2 1971 4,62 236 9,64
3 1945 7,72 2,18 15,64
0.6 -
L 19341072 210 18,64
0,5 1 5 19,6313,57 2,09 21,42
0,4
0,3
0,2
0,1 4
0 A T T T T T T T T T T T
516 17 18 19 20 21 22 23 2% 25 26 27 mpl°]

Bild 7 Wahrscheinlichkeitsdichten der Mittelwerte bei wachsender

Information
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Anhang

I. Bayes-Schatzung mit unterschiedlichem Informations-
niveau fiir Mittelwert und Standardabweichung

Bei den hier verwendeten Schatzungen wurden stets natiirlich-kenjugier-
te a priori Verteilungen vorausgesetzt. FlUr normalverteilte Grund-
gesamtheiten sind dann Mittelwert und Standardabweichung Nx'1 verteilt.

1. Bayes-Schdtzung aus einer gemeinsamen Stichprobe.

Aus einer Stichprobe wird zundchst die Standardabweichung s mit der
zugehdrigen Anzahl der Freiheitsgrade v geschdatzt, anschlieBend unter
der Bedingung s und v der Mittelwert X und seine Varianz Var(X).
Der Stichprobenumfang wird unter der Bedingung ermittelt, daB s der
wahre Wert fir die Standardabweichung ist, d.h. der Mittelwert n ist
um seinen Schétzwert normalverteilt:
= 52
VaY‘(X) n
Die Likelihood-Funktion ist
1(].1,0[7,[],5,\)) = ](ulU,Y,U) . 1(°|5,V)
- -1 n —\2
Wulo,xsu) = o ' exp {- 55 (n-X)?}
« a7V _ Vvs?
1(a|s,v) = o exp { oz }
damit wird

-(v+1)

1(n,0|X,N,8,v) = o exp {- L (uux)? + vs2j}
ZoZ
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und die a posteriori Paramter der gemeinsamen Verteilung von (u.q)
werden

X = o (¥ + n'X)

n
_ 1 nn'(X-x')2
s"2= oW (vs? + v's'z + ~ )

2. Bayes-Schdtzung mit unvollstdndigen, unabhdngigen Stichproben

Aus einer Stichprobe soll zundchst die Standardabweichung s mit der
zugehdrigen Anzahl der Freiheitsgrade v geschdtzt werden.

Mit einer zweiten, von der ersten unabhdngigen Stichprobe aus der-
selben Grundgesamtheit wird der Mittelwert X und seine Varianz Var(x)
bzw. ein Konfidenzintervall geschdtzt.

Nun sollen die beiden unvollstdndigen Stichproben vereinigt werden.

Der Stichprobenumfang n wird unter der Annahme berechnet, daB zu o
der Schdatzwert s mit v Freiheitsgraden bekannt ist, d.h. der Mittel-
wert p ist um seinen Schidtzwert X studentverteilt und man erhdlt

WUk - S

___s® v
n= W ;‘2- bzw., n X - xu

0

Die Likelihood-Funktion der ersten Stichprobe ist
- 2
Wusols,v) « o ¥ exp {- %%T},

und die Likelihood der zweiten Stichprobe ist
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n
1,0 [X,Var(x)) « o™ exp {-7}[ (2 G00)
1=

n

o exp tor (n(p-X)+nVar(X))}

o " exp oz (n{u- x)+——§ s2)

die gemeinsame Likelihood wird zu

1{(u,a|vs8:X,N) « o'(n'“ exp { - (n(x-p 2+v52“ ;)}

Die Parameter der a posteriori Verteilung lauten damit

n" =n+n'
vi=n+y+y!
_“=H1|T(nX+nIX.)
1 ,v-1 nn'{x-x")2
n2 _ 2 4 oylgl2 4
S ;rr(—fvv S V'S e )

I1. Herleitung der Beziehungen zur Schdtzung aus Regressionen

Aus der Annahme eines linearen Modells mit normalverteilter Rest-
streuung fiir eine zweidimensionale Stichprobe (x*,y*)

y = BO+B1X+e=y+e,

worin die Zufallsvariable ¢ die Unsicherheit lUber die exakten Werte
Bb und B1 sowie die unerkldrte Varianz von y abdecken soll, resul-
tiert, daB die Zufallsvariable

Y st it s =D (g e 5
/A (n*2) n*
{x-x*)zn* ) -1

si*’(n -T)

und i = {1 +
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einer studentschen t-Verteilung mit n:2 Freiheitsgraden folgt. Fiir
einen weiteren gegebenen Nertx kdnnen so die Verteilungsparameter
des daraus geschdtzten Wertes 91 angegeben werden mit

- dem Mittelwert ¥q = b{xy-x*)+y*
{x-x*)2
= A1+ ——;g——— Tﬁ;:T) }
*2

SA

w0

dem "Stichprobenumfang" #

- der Standardabweichung S

und den fFreiheitsgraden v =n* - 2

Werden nun fiir m verschiedene X; Schdatzungen vorgenommen, so konnen,
unter der Voraussetzung, daB die X3 derselben Grundgesamtheit entstam-
men wie die x*, die aus der Regressionsbeziehung bestimmten Y5 als
Einzelwerte unterschiedlicher Genauigkeit zur Berechnung der Mittel-
wert u, verwendet werden. Die Schatzung fir p  aus den Y5 mit dem

kleinsten mittleren Fehler ist also

Y

m -
n.y. mit n= I n;
7 joq 1

Hierbei kann n als Zahl der Beobachtungen interpretiert werden.
Die Summe der quadratischen Abweichungen ergibt sich zu

m
Ray;2 -ny? + I fge.?

m m m
W2 = h.(¢g-y)2 =
Posge L ORGT = Ay, I

i
Fir e;® wird der Erwartungswert Var (ei) = saz/ﬁi eingesetzt:

*2

1

. s
= %;:T (1-r2) —%;—- m

2

ne 3

i

und fir die mittlere quadratische Abweichung erhdlt man
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1 m - n*-1 Sy ¢ m
= R - -r2 m
Syz ~ -1 (151 niyiz nyf) + n¥-z (1-r2) n* n

als Schdtzwert der Varianz von §.

Die Zahl der Frelheitsgrade kann aus der x2-Verteilung der Stichpro-
benvarianz berechnet werden:

Y- 2 2
v o« X VRXRT * vaXy

Die Varianz von y setzt sich zusammen aus der quadratischen Abweichung
auf der Regressionsgeraden (Index R) und der quadratischen Abweichung
von der Regression (Index A)

mit sp? = ﬁéT (

[T

ﬁ.ly_l2 - ny?) folgt

i=1

52
R = xg® mit n-1 Fretheitsgraden.

5

Setzt man fir sp? den Schétzwert r2592 ein, dann ergibt sich

(n-1)xg? = (n-1)rey?
*1 2

und  x,2 = %’EZ (1-r2) % ;%F mit (n*-z)% Freiheitsgraden

daraus %(n*’-Z)xA2 = (n*-1)(1-r2)y2

damit ist

v = (n-1)rf + (n*-1)(1-r2).
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